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THÈSE
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Introduction générale

1 Contexte de la thèse

L’intelligence artificielle est un domaine de recherche aussi ancien que les premiers ordinateurs. Le
but de l’intelligence artificielle est de permettre à un système artificiel (typiquement, un ordinateur) de
résoudre des tâches dont la résolution nécessite une certaine « forme d’intelligence », comme reconnaître
une phrase prononcée oralement et en comprendre le sens, raisonner à partir de connaissances, jouer à
des jeux, reconnaître des objets sur une image ou encore conduire des voitures en pleine ville.

Plusieurs approches ont été développées afin de résoudre des problèmes de ce type. L’une d’elles
consiste à chercher à construire un « système intelligent » qui opère sur la base de connaissances for-
malisées de manière déclarative. Une base de connaissances regroupe des informations de différentes
natures, comme des règles, des faits, des mesures, des buts ou encore des préférences. Elles intègrent des
connaissances de plus en plus volumineuses et d’une nature de plus en plus complexe.

Pour coder des connaissances afin de pouvoir raisonner et prendre des décisions à partir d’elles,
un langage de représentation des connaissances est nécessaire. Le langage retenu doit être suffisam-
ment expressif pour que les connaissances nécessaires à la résolution du problème traité puissent être
effectivement représentées. En outre, il est souvent attendu que le langage retenu permette la réalisation
d’algorithmes efficaces implantant les raisonnements ou les processus de décision à mettre en œuvre. Par
exemple, si une application doit gérer la vente des places dans un stade de football tout en optimisant
le remplissage des gradins, l’utilisateur s’attend à obtenir une réponse correcte à sa demande de places,
en au plus quelques secondes. Pour la sécurité des personnes, la prise en compte de l’environnement
(changeant) d’une voiture commandée par ordinateur doit pouvoir s’effectuer dans un temps très rapide.

Ainsi, divers formalismes de représentation des connaissances ont-ils été proposés et étudiés. Parmi
eux figurent la logique propositionnelle (classique) et les réseaux de contraintes (booléens). Pour ces
deux formalismes de représentation, un problème clé est celui de la cohérence des informations codées.
Il s’agit de déterminer si la formule ou le réseau de contraintes considéré possède une solution, i.e.,
une affectation de valeurs aux variables qui satisfait la formule ou toutes les contraintes du réseau. Ce
problème de décision est appelé problème SAT en logique propositionnelle et problème CSP pour les
réseaux de contraintes.

Les traitements à réaliser pour mettre en œuvre les processus de raisonnement ou de prise de décision
sont souvent très coûteux du point de vue calculatoire. Ainsi, le problème SAT fut le premier problème à
avoir été montré NP-complet. À ce titre, il joue un rôle fondamental en théorie de la complexité. Grâce
à l’amélioration des performances des algorithmes pour la résolution en pratique des instances SAT, la
réduction vers SAT est devenue une approche classique pour la résolution de certains problèmes, tels la
vérification de circuits électroniques ou la gestion de dépendances entre logiciels. En effet, bien que SAT
soit un problème NP-complet, les progrès réalisés dans l’algorithmique de SAT permettent d’aborder
des instances de plus en plus complexes et possédant un nombre de variables de plus en plus élevé.
En pratique, les algorithmes pour SAT permettent maintenant de résoudre, après réduction à SAT, des
problèmes de la vie réelle que nous pensions jusqu’alors impossible à résoudre pour un ordinateur.
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Introduction générale

Il est donc naturel de s’intéresser maintenant à d’autres problèmes, plus complexes, et d’imaginer
que là aussi l’ordinateur pourra être capable d’en traiter les instances de taille raisonnable. Parmi eux
figure le problème #SAT du comptage des solutions d’une formule propositionnelle ou encore celui
#CSP du comptage des solutions d’un réseau de contraintes. Si déterminer l’existence d’une solution à
un problème est déjà difficile du point de vue computationnel, il s’ensuit évidemment que le calcul du
nombre de solutions pour ce problème est au moins aussi difficile. Le problème #SAT est connu pour
être le problème #P-complet de référence (et le problème #CSP a la même complexité). Comme pour
le problème SAT, différentes approches ont été proposées pour résoudre #SAT et #CSP de façon exacte
ou approchée. Parmi elles, on trouve des méthodes basées sur une recherche arborescente dans l’espace
des affectations de valeurs aux variables. Ces approches sont relativement proches de celles mises en
œuvre pour résoudre SAT et CSP, dans le sens où la conception des algorithmes qui en relèvent pose les
questions de choix de variables à affecter (donc d’heuristiques à mettre au point), de filtrages à réaliser,
etc., qui se posent aussi quand il s’agit « juste » de déterminer si une solution existe. Néanmoins, les
algorithmes pour #SAT et #CSP en diffèrent par le fait que la recherche ne peut pas être stoppée quand
une solution a été trouvée (hormis le cas où l’on peut être sûr qu’il n’en existe pas d’autres).

2 Contributions de la thèse

Dans cette thèse, nous nous intéressons à la résolution pratique des problèmes #SAT et #CSP se-
lon un autre type d’approche, basée sur la compilation des connaissances. Le principe est de traduire la
formule propositionnelle ou le réseau de contraintes (booléen et à domaines finis) donné dans une autre
représentation à partir de laquelle le comptage des solutions pourra être effectué efficacement (i.e., en
temps polynomial dans la taille de la représentation produite). Cette phase de transformation, appelée
compilation, n’a lieu qu’une seule fois et la représentation produite est la forme compilée de la représen-
tation fournie en entrée. Bien entendu, on s’attend à ce que la traduction réalisée préserve les solutions.
L’intérêt de l’approche par compilation réside dans le fait que la forme compilée produite va typiquement
supporter aussi d’autres traitements, de façon efficace. Parmi eux on s’intéresse en particulier au condi-
tionnement, qui est la transformation qui consiste à affecter des valeurs à certaines variables. Alors que le
comptage des solutions d’une formule ou d’un réseau de contraintes conditionné est encore #P-complet,
il peut être réalisé en temps polynomial lorsque la formule ou le réseau a été compilé au préalable, sous
une certaine forme. Il sera ainsi possible de calculer efficacement le nombre de solutions pour différentes
affectations partielles de valeurs aux variables. Un scénario applicatif où cette approche fait sens est
celui de la configuration de produits combinatoires. Les affectations partielles de valeurs aux variables
correspondent à des choix possibles de l’utilisateur, qui peut souhaiter connaître pour chacun d’eux le
nombre de solutions compatibles. Ainsi, si la taille de la forme compilée produite reste suffisamment
« petite », le temps passé à compiler pourra être compensé par le nombre de requêtes de comptages qui
seront réalisées ensuite.

Si les travaux sur la compilation de connaissances en intelligence artificielle datent de la fin des
années 80, l’idée de compilation est très ancienne. Par exemple, une table de logarithmes permet de re-
trouver facilement et rapidement le résultat d’une calcul de logarithme donné. La table n’est calculée
qu’une fois pour toute, ce que nous appelons la phase hors ligne (off-line), puis nous n’avons plus qu’à la
lire pour retrouver un résultat, ce que nous appelons la phase en ligne (on-line). Évidemment, plus nous
souhaitons introduire de valeurs dans la table, plus celle-ci grandit et nécessite d’espace. Un compro-
mis doit donc être trouvé entre l’espace nécessaire pour enregistrer les informations et la complexité des
calculs à réaliser, reposant sur les informations stockées. Une problématique clé en compilation est de ré-
pondre à ce problème en déterminant le langage cible dans lequel la forme compilée sera représentée. Ce
langage doit permettre de réaliser le plus efficacement possibles les divers traitements (requêtes et trans-
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3. Organisation du mémoire

formations) demandés par l’application considérée, tout en permettant de représenter les informations de
la façon la plus compacte possible.

Plus précisément, dans la suite nous introduisons et étudions de nouveaux langages cibles pour la
compilation de formules propositionnelles et de réseaux de contraintes.

Dans un premier temps, nous nous sommes focalisés sur la compilation de formules de la logique
propositionnelle (classique) et nous avons proposé des langages cibles pour lesquels tant le comptage
de solutions que le conditionnement peuvent être réalisés en temps polynomial. Ces langages s’appuient
sur le concept de nœud de décision affine, qui généralise le concept bien connu de nœud de décision,
exploité dans des langages cibles existants, comme celui des arbres de décision (DT) ou encore celui
des diagrammes de décision ordonnés (OBDD<). Nous avons ensuite développé et évalué un compilateur
permettant de traduire une formule propositionnelle sous forme CNF vers ces langages, en particulier vers
le langage des arbres de décision affine étendus (EADT∧). Nos résultats (tant théoriques qu’empiriques)
montrent que ce langage peut conduire à des formes compilées qui sont plus succinctes que celles que
l’on peut obtenir avec des compilateurs existants, comme c2d qui cible le langage d-DNNF [Dar01] (et
plus spécifiquement, le langage Decision-DNNF [OD14]).

Dans un second temps, nous nous sommes intéressé aux langages cibles pour la compilation de ré-
seaux de contraintes. Nous avons défini un nouveau langage cible, appelé MDDG, dont les éléments sont
des graphes de décision décomposables multivalués. Il s’agit d’une extension du langage Decision-DNNF
proposé pour les formules propositionnelles, au cas des réseaux de contraintes (donc, en particulier,
quand les variables ne sont pas forcément booléennes). Nous avons montré qu’il est possible de compter
le nombre exact de solutions d’un graphe de décision décomposable multivalué en temps polynomial
mais aussi de réaliser efficacement son conditionnement. Puis, nous avons développé et évalué un com-
pilateur permettant de transformer un réseau de contraintes en un tel graphe. Si réduire une instance de
CSP à une instance de SAT pour la résoudre plus efficacement a du sens, l’exigence de préserver les
solutions (qui est importante pour obtenir une forme compilée exacte) est beaucoup plus forte que celle
de préserver seulement leur existence. Pour cette raison, quoiqu’il existe des transformations de réseaux
de contraintes en formules propositionnelles préservant les solutions, nous avons montré expérimenta-
lement qu’il n’est en général pas viable de les utiliser. Cela justifie l’intérêt du langage MDDG que nous
avons introduit.

3 Organisation du mémoire

Le contexte de la thèse est décrit dans les chapitres 1 à 3.
Le chapitre1 présente les deux formalismes de représentation étudiés (formules propositionnelles et

réseaux de contraintes). On y trouve d’abord une description de la logique propositionnelle, suivi d’une
brève introduction aux approches par recherche arborescente permettant de résoudre le problème SAT.
Nous définissons également les réseaux de contraintes, puis une introduction aux approches par recherche
arborescente pour résoudre le problème CSP. Comme évoqué plus haut, de telles approches par recherche
arborescente sont à la base de la construction de formes compilées, qui peuvent vues comme les traces
du fonctionnement d’algorithmes de parcours d’arbres de recherche [HD07]. Nous présentons ensuite
différentes approches pour traduire un réseau de contraintes en une formule propositionnelle. Nous dé-
crivons enfin quelques approches développées jusqu’à présent pour compter le nombre de solutions d’une
formule propositionnelle.

Le chapitre 3 est consacré à la compilation de connaissances. Ce type d’approche y est présenté
et la problématique du choix d’un langage cible pour la compilation est mise en avant. Les critères
de choix d’un langage cible (son efficacité temporelle, i.e., la complexité d’effectuer les requêtes et
transformations d’intérêt quand l’information est représentée dans ce langage, mais aussi son efficacité
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spatiale, i.e., sa capacité relative à représenter de l’information en utilisant plus ou moins d’espace) sont
rappelés. Divers langages cibles existants offrant un comptage efficace des solutions (comme d-DNNF
[Dar01, DM02] et plusieurs de ses sous-ensembles) sont définis, de façon à pouvoir les comparer aux
langages qui seront introduits dans les chapitres suivants et qui forment la contribution de la thèse. À cet
effet, plusieurs résultats de la carte de compilation des langages propositionnels [DM02] sont également
rappelés.

Le chapitre 4 apporte les premières contribution de cette thèse. Plusieurs nouveaux langages cibles
pour la compilation sont définis puis analysés selon les critères utilisés dans la carte de compilation. Un
compilateur vers le langage des arbres de décision affine étendus (EADT∧) est décrit, évalué et le langage
EADT∧ est comparé à d’autres langages cibles possibles.

Le chapitre 5 décrit le langage cible MDDG pour la compilation de réseau de contraintes. MDDG
peut être vu comme la généralisation du langage Decision-DNNF au cas où les variables ne sont pas
forcément booléennes. Ce langage est analysé et nous montrons en particulier qu’il permet de compter
efficacement le nombre de solutions et de réaliser efficacement le conditionnement. Un compilateur
ciblant le langage MDDG est décrit et évalué. Ce compilateur vise à exploiter des techniques qui n’ont pas
ou ont été peu appliquées jusqu’ici pour la compilation de réseau de contraintes.

Le mémoire se termine par par une conclusion générale qui résume les résultats obtenus et dans
lequel nous présentons quelques perspectives possibles pour prolonger le travail réalisé pendant cette
thèse.
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Chapitre 1

Logique propositionnelle et réseaux de
contraintes
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La programmation par contraintes est un paradigme de résolution très puissant permettant de mo-
déliser de nombreux problèmes issu de domaines variés (fouille de données, planification, ordonnance-
ment. . . ). Par exemple, le problème qui consiste à configurer l’assemblage d’un vélo peut être modélisé à
l’aide d’un réseau de contraintes. Plus précisément, étant donné la liste des différentes parties du vélo, le
cadre, les roues, le guidon, . . . et une liste de contraintes (un VTT doit être monté avec de grosses roues),
le but est de trouver une combinaison des éléments disponibles pour construire le vélo de manière à
ce que la configuration en résultant soit cohérente au vu des spécifications (deux roues, un pédalier,
deux pédales, un cadre, un guidon, deux freins, etc.) et que cette configuration satisfasse au mieux les
préférences du cycliste (de grosses roues pour un VTT, un cadre léger pour un vélo de course, etc.).

Il existe plusieurs formalismes permettant de représenter un tel problème. Dans le cadre de cette
thèse, nous nous sommes particulièrement intéressé à la résolution des problèmes de satisfaction de
contraintes SAT et CSP. Ces derniers permettent de représenter un problème par un ensemble de variables
(prenant leur valeur dans un ensemble fini de valeurs) liées par un ensemble de contraintes mathématiques
ou symboliques. L’utilisation de ces paradigmes permet ainsi de séparer la partie modélisation de la partie
résolution. Décorréler ces deux problématiques permet de se focaliser sur l’élaboration de méthodes
efficaces pour la recherche d’une affectation qui satisfait toutes les contraintes d’un problème donné.
Indiquer si une telle solution existe est appelée « problème de décision » tandis que le problème qui
consiste à les compter est appelée « problème de comptage ». Ces problèmes sont connus pour être
respectivement NP-complet et #P-complet.
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Ainsi, l’objectif de ce chapitre est de présenter de manière formelle les problèmes de la satisfaisabilité
d’une formule propositionnelle (SAT) et d’un réseau de contraintes (CSP) ainsi que quelques encodages
permettant de réduire un réseau de contraintes en une formule propositionnelle.

1.1 La logique propositionnelle

Dans cette section, nous définissons la logique propositionnelle. Nous commençons par définir les
éléments de la logique propositionnelle d’un point de vue syntaxique, puis du point de vue sémantique.

1.1.1 Syntaxe

Comme pour tout langage, nous avons besoin en premier lieu de définir l’alphabet de la logique
propositionnelle. Autrement dit de définir les symboles pouvant être utilisés pour exprimer une formule
propositionnelle.

Définition 1 (Alphabet de la logique propositionnelle) La logique propositionnelle est constitué :
— d’un ensemble de variables booléennes, noté PS ;
— des symboles ⊤ et ⊥ représentant respectivement les constantes propositionnelles vrai et faux ;
— de l’ensemble des connecteurs logiques :

— la négation ¬ ;
— le symbole de conjonction ∧ ;
— le symbole de disjonction ∨ ;
— le symbole d’implication⇒ ;
— le symbole d’équivalence⇔ ;
— le symbole du ou exclusif ⊕.

— des symboles de ponctuation "(" et “)”.

Nous notons PROPPS l’ensemble des formules finies formées à partir de cet alphabet. Un tel langage
à besoin d’une syntaxe, c’est-à-dire de règles organisant chacun de ces symboles afin de donner un sens à
ces formules. Les formules formées à partir de cet alphabet suivant ces règles représentent des formules
propositionnelles. Nous les appelons aussi des formules bien formées. Une formule propositionnelle est
définie par induction de la manière suivante :

Définition 2 (Formule propositionnelle) L’ensemble des formules bien formées de PROPPS est le plus
petit ensemble tel que :

— PS ∪ {⊥,⊤} ∈ PROPPS ;
— si α ∈ PROPPS , alors ¬α ∈ PROPPS ;
— si α et β sont des éléments de PROPPS, alors (α ∧ β), (α ∨ β), (α ⇒ β), (α ⇔ β) et (α ⊕ β)

sont des éléments de PROPPS.

Remarque 1 Dans la suite de ce manuscrit, nous choisissons de représenter toutes les formules pro-
positionnelles par des lettres grecques majuscules (Γ,Σ, . . .) et les variables propositionnelles par des
lettres minuscules (potentiellement indicées) (a, b, c1, . . .).

Exemple 1 Soit PS = {a, b, c}, Σ = ((a ∨ b) ∧ c) est une formule bien formée de PROPPS tandis que
Σ = ((a ∨ b)c) n’est pas une formule bien formée.

Soit Σ une formule propositionnelle, nous notons V ar(Σ) l’ensemble des variables propositionnelles
de Σ. Un ensemble de formules {Σ1,Σ2, . . . ,Σn} est dit ensemble de formules indépendantes si et
seulement si ∀i, j tel que i 6= j,Var(Σi) ∩Var(Σj) = ∅.
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Exemple 2 Les formules Σ = a ∨ b (d’où V ar(Σ) = {a, b}) et Σ′ = e ∧ f (d’où V ar(Σ′) = {e, f})
sont indépendantes (car V ar(Σ) ∩ V ar(Σ′) = ∅) tandis que les formules Σ et Σ′′ = a ∨ e (d’où
V ar(Σ′) = {a, e}) ne sont pas indépendantes (car V ar(Σ) ∩ V ar(Σ′′) = {a}).

Définition 3 (Littéral) Un littéral positif, noté x est une formule propositionnelle réduite à une variable
propositionnelle, et un littéral négatif, noté ¬x est la négation de la variable propositionnelle x.

Un littéral positif x est donc vrai si et seulement si la variable x est vrai. Tandis que le littéral négatif
¬x est vrai si et seulement si la variable x est fausse. Ceci représente la base de la sémantique des
formules propositionnelles. Dans la section suivante, nous présentons la sémantique de ses formules.
C’est-à-dire les conditions sous lesquelles une formule propositionnelle est « vraie » ou « fausse ».

1.1.2 Sémantique

La sémantique de la logique propositionnelle permet de donner un sens aux formules proposition-
nelles. Elle permet de déterminer les conditions nécessaires pour qu’une formule soit vraie ou fausse
suivant les valeurs des variables de cette formule. En effet, une formule est évaluée à vrai ou faux selon
les valeurs de vérité de ses variables. La valeur de vérité d’une formule propositionnelle complexe est
fonction des valeurs de vérité de ses composants. Déterminer la valeur de vérité d’une formule consiste
donc à déterminer les valeurs de vérité de ses composants les plus simples, c’est-à-dire les constantes et
les variables puis de simplifier la formule obtenue en utilisant les tables de vérité des connecteurs.

Comme défini précédemment, les constantes ⊤ et ⊥ sont utilisées pour respectivement représenter
les valeurs vrai et faux. Le tableau 1.1 reporte la sémantique de l’ensemble des connecteurs de la logique
propositionnelle présentés dans la section précédente.

x1 x2 ¬x1 x1 ∧ x2 x1 ∨ x2 x1 ⇒ x2 x1 ⇔ x2 x1 ⊕ x2

faux faux vrai faux faux vrai vrai faux
faux vrai vrai faux vrai vrai faux vrai
vrai faux faux faux vrai faux faux vrai
vrai vrai faux vrai vrai vrai vrai faux

FIGURE 1.1 – Sémantique des opérateurs logiques

Nous remarquons que la sémantique de l’opérateur d’équivalence est la négation de celle de l’opé-
rateur du ou exclusif. De plus, la formule x1 ⇔ x2 possède la même sémantique que la formule
(x1 ⇒ x2) ∧ (x2 ⇒ x1).

À partir de la sémantique des opérateurs, nous sommes maintenant en mesure de définir les règles
d’interprétation des formules propositionnelles à partir des valeurs données aux variables et des constantes
qui les composent.

Définition 4 (Interprétation) Une interprétation I est une application de PS dans B = {⊥,⊤} qui
attribue une valeur de vérité à chaque variable propositionnelle.

I : PS → {⊥,⊤}

Nous notons I(xi) l’interprétation de la variable xi de V . L’interprétation I(xi) = vrai (respec-
tivement faux), noté aussi I(xi) = ⊤ (respectivement ⊥), signifie que la valeur de la variable xi est
à vrai (respectivement faux). La valeur d’une variable peut être représentée par ses littéraux. En effet,
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l’interprétation de la variable xi, I(xi) = vrai peut être notée par le littéral positif xi et l’interprétation
I(xi) = faux peut être notée par le littéral négatif ¬xi. Dans la suite de ce manuscrit nous représentons
souvent une interprétation I par l’ensemble de ses littéraux positifs.

L’ensemble des variables sur lesquelles porte l’interprétation I est noté V ar(I) et son cardinal est
noté |I|. Une interprétation n’est pas forcément définie pour l’ensemble des variables propositionnelles
de la formule propositionnelle Σ considérée. Dans ce cas l’interprétation, elle est dite partielle.

Définition 5 (Interprétation incomplète, partielle et complète) Soit Σ une formule propositionnelle,
une interprétation I construite sur un sous-ensemble des variables propositionnelles VF de Σ est dite :

— incomplète si | I |<| VF | ;
— partielle si | I |≤| VF | ;
— complète si | I |=| VF |.

Une interprétation partielle peut facilement être prolongée vers une interprétation complète pour un
ensemble donné de variables de la manière suivante :

Définition 6 (Prolongement d’une interprétation) Soient une formule propositionnelle Σ et I une in-
terprétation partielle de Σ. Une interprétation complète Ic de Σ est un prolongement de I si et seulement
si V ar(Σ) = V ar(Ic) et ∀xi ∈ V ar(I), I(xi) = Ic(xi).

Nous pouvons maintenant définir la sémantique d’un formule propositionnelle quelconque.

Définition 7 (Sémantique d’une formule propositionnelle) Soient φ, φ1 et φ2 des formules proposi-
tionnelles, la sémantique d’une formule Σ selon une interprétation complète I est définie par induction
de la manière suivante :

— I(⊤) = vrai et I(⊥) = faux ;
— I(¬φ) = vrai si et seulement si I(φ) = faux ;
— I(φ1 ∧ φ2) = vrai si I(φ1) = vrai et I(φ1) = vrai ;
— I(φ1 ∨ φ2) = vrai si I(φ1) = vrai ou I(φ1) = vrai ;
— I(φ1 ⇒ φ2) = vrai si I(φ1) = faux ou I(φ1) = vrai ;
— I(φ1 ⇔ φ2) = vrai si I(φ1) = I(φ2) ;
— I(φ1 ⊕ φ2) = vrai si I(φ1) 6= I(φ1).

Dans la suite de cette thèse, lorsqu’aucune information n’est apportée sur la nature de l’interprétation,
elle est alors considérée comme complète.

Exemple 3 Soit la formule propositionnelle Σ = (x1 ∧ ¬x3) ∨ (x1 ⊕ x2) et I = {x1,¬x2, x3} est
une interprétation de Σ. Nous avons donc I(x1) = ⊤, I(x2) = ⊥ et I(x3) = ⊤. De plus, nous avons
I(Σ) = I(⊤ ∧⊥) ∨ I(⊤⊕⊥) = ⊥ ∨⊤ = ⊤.

Une interprétation I satisfait la formule Σ si et seulement si I(Σ) = ⊤. Dans ce cas, l’interprétation
I est dites un modèle de la formule Σ, nous le notons I |= Σ. Une interprétation I falsifie la formule
Σ si I(Σ) = ⊥. I est alors appelé un contre-modèle de Σ, noté I 6|= Σ. L’ensemble des modèles de la
formule Σ est noté mod(Σ) et le nombre de modèles est noté ‖Σ‖.

Définition 8 (Formule cohérente et valide) Soit Σ une formule propositionnelle :
— Σ est dite cohérente si elle admet au moins un modèle, sinon elle est dite contradictoire ;
— Si pour toute interprétation I, I est modèle de Σ, alors Σ est dite valide.
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Nous remarquons qu’une formule Σ est cohérente si et seulement si sa négation ¬Σ n’est pas valide.
L’ensemble des modèles d’une formule propositionnelle Σ1 peut être inclus dans l’ensemble des

modèles d’une autre formule Σ2. Dans ce cas, la formule Σ2 est appelée conséquence logique de Σ1.

Définition 9 (Conséquence logique) Si tout modèle d’une formule Σ1 est modèle d’une formule Σ2,
noté Σ1 |= Σ2, alors Σ2 est une conséquence logique de Σ1.

La conséquence logique est aussi appelée l’implication sémantique. Il existe deux formes particu-
lières d’implication sémantique suivant des formules particulières :

Définition 10 (Impliquant / impliqué) Soient Σ un formule, α une conjonction de littéraux et γ une
disjonction de littéraux.

— Une conjonction de littéraux α est un impliquant de Σ si chaque interprétation complète I
modèle de α est un modèle de Σ, ainsi α |= Σ ;

— Un impliquant premier est un impliquant minimal pour l’inclusion ;
— Une disjonction de littéraux γ est un impliqué de Σ si Σ |= γ ;
— Un impliqué premier est un impliqué minimal pour l’inclusion.

Deux formules propositionnelles Σ1 et Σ2 sont logiquement équivalentes, noté Σ1 ≡ Σ2 si et seule-
ment si Σ1 |= Σ2 et Σ2 |= Σ1. Autrement dit, si elles ont le même ensemble de modèles mod(Σ1) =
mod(Σ2). Le théorème de la déduction permet de montrer que le problème de prouver l’implication
sémantique entre deux formules revient à prouver l’incohérence d’une formule.

Définition 11 (Déduction) Soient Σ1 et Σ2 deux formules propositionnelles, Σ1 |= Σ2 si et seulement
si Σ1 ∧ ¬Σ2 est une formule incohérente.

Cette propriété de déduction est très importante car elle est utilisée dans la plupart des solveurs
modernes présentés dans le chapitre suivant.

Il est possible de considérer des sous-langages de la logique propositionnelle en limitant par exemple
l’ensemble des connecteurs utilisés. Dans le cas où cet ensemble de connecteurs C permet de représenter
toute formule propositionnelle Σ par une formule Σ′ construite uniquement sur C tel que mod(Σ) =
mod(Σ′), alors cet ensemble est dit complet, sinon il est dit incomplet.

Exemple 4 Soit l’ensemble de connecteurs {∧,¬}. Cet ensemble est complet pour la logique proposi-
tionnelle puisqu’il permet grâce aux lois de De Morgan de représenter l’ensemble des autres connecteurs
logiques. La formule x1 ∨ x2 par exemple peut être représenté par la formule logiquement équivalente
¬(¬x1 ∧ ¬x2).

Soit l’ensemble de connecteurs {∧,∨}. Cet ensemble n’est pas complet pour la logique proposition-
nelle puisque la formule ¬x4 ne peut pas être définie grâce à ces connecteurs.

De manière analogue il est possible de contraindre la structure de la formule tout en assurant que le
langage ainsi défini soit complet. Dans la suite nous présentons les différentes formes normales et nous
énonçons le fait que toute formule propositionnelle peut être définie sous l’une de ces formes.

1.1.3 Formes normales

Nous nous intéressons à présent aux différentes formes normales. Plus particulièrement nous énon-
çons un théorème permettant de limiter l’établissement de la satisfaction d’une formule propositionnelle
au cas d’une formule mise sous forme normale conjonctive.
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Définition 12 (Clause et terme) Une clause est une disjonction de littéraux, c’est-à-dire une formule
de la forme l1 ∨ l2 ∨ · · · ∨ ln. Un terme est une conjonction de littéraux, c’est-à-dire une formule de la
forme l1 ∧ l2 ∧ · · · ∧ ln.

Comme pour les interprétations, lorsqu’il n’y a aucune ambiguïté, nous représentons les clauses et
les termes par leur ensemble de littéraux.

Définition 13 Nous distinguons trois formes normales particulières pour les formules propositionnelles :
— Une proposition est sous forme normale négative (NNF pour « Negative Normal Form ») si elle

est exclusivement constituée de conjonctions, de disjonctions et de littéraux ;
— Une proposition est sous forme normale disjonctive (DNF pour « Disjonctive Normal Form ») si

c’est une disjonction de termes ;
— Une proposition est sous forme normale conjonctive (CNF pour « Conjonctive Normal Form »)

si c’est une conjonction de clauses.

Exemple 5 Les formules [(a ∨ b) ∨ ((¬c) ∧ d)], [(a ∧ b) ∨ ((¬c) ∧ d)] et [(a ∨ b) ∧ ((¬c) ∨ d)] sont
respectivement sous forme normale négative, disjonctive et conjonctive.

Remarque 2 De la même manière que les clauses et les termes, les formules CNF et DNF sont respecti-
vement représentées comme des ensembles de clauses et de termes.

Comme nous pouvons le remarquer les formes normales conjonctives et disjonctives sont des cas
particuliers de la forme normale négative. De plus, la propriété suivante spécifie que toute formule peut
être mise sous forme normale.

Propriété 1 Toute formule de la logique propositionnelle peut être réécrite sous toutes les formes nor-
males de la définition 13.

Cependant la transformation classique peut nécessiter une croissance exponentielle de la taille de
l’ensemble obtenu. Néanmoins, [Tse68] propose une approche permettant de transformer en temps et
espace linéaire toute formule en une formule sous forme normale conjonctive équivalente du point de
vue de la satisfaisabilité. Cette transformation permet de focaliser les recherches sur le problème SAT au
cas de formule CNF.

Définition 14 (Le problème SAT) Le problème SAT est le problème de décision qui consiste à savoir
si une formule sous forme normale conjonctive possède ou pas un modèle.

Remarque 3 Dans la suite de ce manuscrit nous ne faisons pas de différence entre le problème de
décision SAT et le formalisme qui consiste à représenter un problème en CNF. Nous nommons cet repré-
sentation le formalisme SAT.

Exemple 6 Ainsi, si nous considérons le problème de configurer l’assemblage d’un vélo, il est par
exemple possible de représenter le fait que l’utilisateur doive choisir parmi trois types de cadre {a, b, c}
en associant par exemple une variable booléenne xy à chaque cadre (y ∈ {a, b, c}) de telle sorte qui
si xy est assignée à vraie alors le cadre y a été choisi. Afin de forcer le choix d’un unique cadre il est
nécessaire d’ajouter l’ensemble de clauses {xa ∨ xb ∨ xc,¬xa ∨ ¬xb,¬xa ∨ ¬xc,¬xb ∨ ¬xc}.

La cohérence d’une formule propositionnelle est le problème de décision de référence puisque ce fut
le premier prouvé NP-complet. Il représente donc le problème NP-complet de référence [Coo71]. De ce
fait, l’ensemble des problèmes NP-complets se traduisent naturellement en problèmes SAT ou peuvent
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être réduits à ce problème. Cependant comme cela a été mis en évidence dans l’exemple précédent, il est
très difficile de représenter de manière naturelle un problème à l’aide du formalisme SAT. Ainsi dans la
section suivante, nous présentons le langage de représentation CSP, dont le test de cohérence est aussi
NP-complet, mais qui permet de modéliser plus naturellement de nombreux problèmes et qui possède
une réduction polynomiale vers le formalisme SAT (voir 1.3).

1.2 Les réseaux de contraintes

Comme pour la logique propositionnelle, les réseau de contraintes modélise un problème à l’aide
de contraintes portant sur une ou plusieurs variables. Cependant contrairement au formalisme SAT, le
domaine des variables est multivalué. Par exemple, nous pouvons modéliser l’ensemble des cadres dis-
ponibles à l’aide d’une variable cadre dont le domaine {a, b, c}. De plus, les contraintes pouvant être
utilisées peuvent être mathématiques ou symboliques (X + Y < Z). Les contraintes lient ainsi les va-
riables en définissant les combinaisons de valeurs acceptées des variables. Par la suite, nous nous limitons
aux réseaux de contraintes finis, c’est-à-dire des réseaux de contraintes dans lesquels les domaines sont
finis et où les valeurs des domaines sont discrets et considérés comme des entiers. Il existe d’autres types
de CSP (par exemple les CSP qualitatifs) qui ne seront pas présentés dans ce manuscrit (voir [RvBW06]
pour plus d’information sur le sujet).

Dans cette section, nous présentons le formalisme de représentation des connaissances par les réseaux
de contraintes. Nous présentons la syntaxe et la sémantique des réseaux de contraintes.

1.2.1 Syntaxe

Un réseau de contraintes est un triplet N = (V ,D, C), consistant en un ensemble fini de variables
V = {V1, . . . , Vn}, un ensemble de domaines D = {D1, . . . , Dn} et d’un ensemble fini de contraintes
C = {C1, . . . Ck} créant des dépendances entre les variables. Chaque domaine Di de D est un ensemble
fini de valeurs possible pour la variable Vi. Nous notons n le nombre de variables du réseau N et d la
taille du plus grand domaine.

Définition 15 (Variables et domaines) Une variable Vi prend une valeur choisie dans un domaine Di.
Le domaine Di est un ensemble fini de valeurs possibles pour Vi.

Définition 16 (Contrainte) Une contrainte C est définie par un couple C = (S,R). S = {Vi, . . . , Vj}
est un sous-ensemble de variables de l’ensemble V du réseau de contraintes, appelée portée (ou scope)
de la contrainte. R est un prédicat sur le produit cartésien de Di × · · · × Dj des domaines associés
aux variables de S, appelé relation de la contrainte. La relation définit l’ensemble des instanciations
autorisées pour les variables du scope.

Pour définir les relations des contraintes de manière formelle, il est nécessaire de définir un lan-
gage. Ce langage est un langage du premier ordre dans lequel nous trouvons des fonctions (arithmétiques
(+,−,×, /) ou booléennes (∨,∧, 6=,⇒,⇔)), des relations (=, 6=, <,≤, >,≥) et les symboles des va-
riables (V1, Vi, V8, . . . ).

Exemple 7 Nous définissons le réseau de contraintes N = (V ,D, C) suivant, qui servira d’exemple
support dans la suite de cette section :

— V = {V1, V2, V3, V4} ;
— D = {D1, D2, D3, D4} tels que D1 = D2 = D3 = D4 = {0, 1, 2} ;
— C = {C1, C2, C3} tels que C1 = (V1 6= V2), C2 = (V2 6= 1)∨ (V2 = V3+V4), C3 = (V3 > V4).
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Ce problème est donc composé de quatre variables chacune ayant le même domaine de taille 3, constitué
des entiers 0, 1 et 2, et il possède trois contraintes.

Nous remarquons que les contraintes d’un réseau ne portent pas toutes sur le même nombre de
variables. Ce nombre appelé arité est défini comme suit :

Définition 17 (Arité) L’arité d’une contrainte est le nombre de variables qu’elle met en jeu. Elle est
donnée par le cardinal de sa portée | S |. Les contraintes dont l’arité vaut 1 sont dites unaires, celles
d’arité 2 sont dites binaires et celles d’arité supérieur à 2 sont dites non binaires.

La contrainte d’arité maximale d’un réseau de contraintes, noté r, permet de défnir la nature du
réseau de contraintes. Si toutes les contraintes d’un réseau de contraintes C sont binaires alors C est dit
binaire. Lorsqu’au moins une contrainte est d’arité supérieure à deux, le réseau de contraintes est dit
non-binaire.

Exemple 8 Les contraintes C1 et C3 de l’exemple 7 sont binaires et la contrainte C2 est ternaire. L’arité
maximale de N est r = 3, N est donc un réseau de contraintes non binaires.

Remarque 4 Un réseau de contraintes non-binaire peut toujours être transformé en un réseau de contraintes
binaires en appliquant une technique de binarisation. Les deux méthodes les plus utilisées sont l’enco-
dage du graphe dual (dual graph encoding) [DP87] et l’encodage des variables cachées (hidden variable
encoding) [RPD90].

Une relation R d’une contrainte C ayant pour portée S = {Vi, . . . , Vj} peut être représentée en
intension ou en extension. Une relation R définie en intension est décrite avec des opérateurs mathéma-
tiques connus comme l’égalité, la différence, les relations d’ordre, la somme, etc. Elle est définie via une
fonction Di × · · · ×Dj vers {0, 1} supposée calculable en temps polynomial en la taille de l’entrée.

Une relation peut aussi représentée par un ensemble de n-uplets de valeurs suivant un ordre que nous
considérons sur les variables de la portée de la contrainte. Dans ce cas, nous disons que la contrainte
est représentée en extension. La définition d’une relation en extension est un sous-ensemble du produit
cartésien des domaines des variables appartenant au scope de la contrainte représentant les n-uplets de
valeurs autorisées (ou interdites) par la contrainte.

Définition 18 (Tuple) Soit Ci = (S,R) une contrainte portant sur k variables S = {Vi1, Vi1, . . . , Vik}.
Un tuple T est un élément du produit cartésien de

∏k
j=1Dij des domaines des variables de la portée de

Ci. Un tuple qui vérifie la relation R de la contrainte est dit tuple support ou tuple autorisé. Un tuple qui
falsifie la relation R de la contrainte est dit tuple conflit ou tuple interdit. L’ensemble des tuples support
(respectivement conflit) est noté Ts (respectivement Tc).

Lorsqu’aucune information n’est fournie, il est admis que l’ordre utilisé sur les variables est l’ordre
lexicographique. La valeur di affectée à la variable Vi dans T est notée T [Vi]. Nous disons que la valeur
di est assignée à la variable Vi. Une contrainte C = (S,R) est satisfaite par un tuple T portant sur les
variables S si et seulement si l’affectation des variables aux valeurs de ce tuple vérifie sa relation R.

Exemple 9 Soient N le réseau de contraintes de l’exemple 7. Le tuple t = (2, 1, 1), est un tuple support
de la contrainte C2. Le tuple t′ = (1, 1, 1) est un tuple conflit de la contrainte C2.

Toute contrainte décrite en intension peut être représentée en extension. En effet, il suffit simplement
de dresser la liste des tuples supports de la relation. Cependant, il est important de noter que cette trans-
formation peut produire une contrainte en extension exponentiellement plus grande que la contrainte en
intension initiale. Dans le chapitre 5 nous montrons expérimentalement qu’il est préférable, dans le cadre
de la compilation, de conserver la représentation initiale du problème.
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Exemple 10 Considérons la contrainte C1 du réseau de contraintes N défini à l’exemple 7. Cette
contrainte est représentée en intension par l’expression V1 6= V2. Suivant l’ordre lexicographique
V1 < V2, C1 peut aussi être représentée en extension par l’ensemble de ses tuples support de la ma-
nière suivante : {(0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 2), (2, 0), (2, 1}. Elle peut aussi être représenté par l’ensemble
de ses tuples conflit : {(0, 0), (1, 1), (2, 2)}.

Notons que lorsqu’un réseau de contraintes est entièrement défini avec des contraintes spécifiées
en extension, le réseau de contraintes est dit représenté en extension. Dans le cas contraire il est dit
représenté en intension.

Les contraintes globales

La notion de contrainte globale est très utilisée dans la communauté. Cependant, bien que de nom-
breux travaux ont été réalisés dans ce sens, il n’existe pas définition « raisonnable » de la globalité d’une
contrainte. La globalité d’une contrainte est souvent comprise dans le sens de la qualité du filtrage que
l’on peut effectuer avec une méthode de cohérence locale. La notion de contrainte globale a été intro-
duite dans [Lau78]. Certaines recherches se sont naturellement tournées vers des méthodes de filtrages
spécifiques à certaines contraintes. Ces recherches ont finalement donné naissance à un catalogue de
contraintes pour lesquelles une méthode de filtrage dédiée est applicable [vHK06, NBR]. Le but étant
d’exploiter finement la nature de la contrainte afin d’améliorer les performances des solveurs.

Ces contraintes sont dites globales car, bien qu’elles puissent être représentées par une conjonction
de contraintes de manière équivalente, ne pas considérer la contrainte dans son ensemble réduit forte-
ment le pouvoir de filtrage. Autrement dit, si le filtrage d’une contrainte est plus efficace que sur ses
décompositions, alors cette contrainte est une contrainte globale. Plus généralement, nous pouvons voir
une contrainte globale comme une contrainte qui capture les relations entre un nombre non prédéfini de
variables. Ainsi, les contraintes globales permettent de simplifier l’expression du problème à considérer
en le rendant plus lisible et en simplifiant la modélisation en grâce à l’utilisation d’un langage de plus
haut niveau.

Dans le cadre de cette thèse nous nous sommes limités à trois contraintes globales particulières :
— La contrainte allDifferent est la première et la plus célèbre des contraintes globales. Elle

fut introduite par [Lau78]. Un contrainte allDifferent d’arité n est définie par l’ensemble
des tuples dans lesquels les n éléments ont tous une valeur différente. Un élément pouvant être
soit une variable ou une constante. AllDifferent(e1, . . . , en) est définie telle que ei 6= ej
pour tout i 6= j.

— La contrainte somme est une contrainte du type Σi=1..n(ki + Vi) op b où n est l’arité de la
contrainte, ki est un entier et Vi la ime variable de la portée de la contrainte, op est un opérateur
parmi les suivants {=, 6=, <,≤, >,≥} et b est un entier.

— La contrainte element est défini par (Ve, [e1, e2, . . . , en], Vi). Ve et Vi étant des variables du réseau
de contraintes et [e1, e2, . . . , en] est un tableau de n éléments. Les éléments peuvent être soit des
constantes, soit des variables. Cette contrainte précise que la variable Vi doit prendre la V me

e

valeur du tableau en deuxième paramètre de la fonction. Par exemple, si Ve = 2, alors Vi = e2.

Exemple 11 Soit N = (V ,D, C) un réseau de contraintes avec V = {V1, V2, V3}, D1 = D2 = {1, 2}
et D3 = {1, 2, 3, 4}, et trois contraintes C1 = (V1 6= V2), C2 = (V1 6= V3) et C3 = (V2 6= V3).
Un algorithme de filtrage GAC appliqué à ce réseau ne filtre aucune valeur puisqu’un support peut être
trouvé pour chaque valeur de chaque variable.

Supposons un nouveau réseau de contraintes N2 pour lequel ces trois contraintes sont remplacées
par une seule contrainte AllDiff(V1, V2, V3). Ce réseau est logiquement équivalent au premier. Ce-
pendant, les valeurs 1 et 2 sont supprimées de D3, puisqu’elles ne possèdent pas de support.
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Ainsi, considérer l’ensemble des variables dans une unique contrainte plutôt que de considérer
l’ensemble des contraintes binaires formées par les couples de variables de la portée de la contrainte
allDifferent permet de capturer le sens de la contrainte et par conséquent de filtrer plus de valeurs.

1.2.2 Représentation graphique d’un réseau de contraintes

Les réseaux de contraintes peuvent être associés à des structures graphiques représentant les inter-
dépendances entre les variables ou tuples du réseau. La « macro-structure » d’un réseau de contraintes
est une représentation graphique des interdépendances entre variables du réseau. Dans la suite, nous
nous concentrons sur deux types de graphes décrivant la macro-structure : le graphe primal et la graphe
d’incidence.

Définition 19 (Graphe primal) Le graphe primal d’un réseau de contraintes N = (V ,D, C) est donné
par le graphe non-orienté G = (V , E) tel que {Vi, Vj} ∈ E si et seulement si il existe une contrainte
C = (S,R) de C pour laquelle {Vi, Vj} ⊆ S.

Exemple 12 Soit N le réseau de contraintes de l’exemple 7. La figure 1.2 représente le graphe primal
de N . La variable V3 a pour voisinage {V2, V4} et son degré est égal à 2.

V1 V2

V3

V4

FIGURE 1.2 – Graphe primal du graphe de contraintes de l’exemple 7.

Définition 20 (Graphe d’incidence) Le graphe d’incidence d’un réseau de contraintes N = (V ,D, C)
est donné par le graphe biparti G = (V , C, E) où V ∪ C forme l’ensemble des sommets de G, et tel que
{Vi, Cj} ∈ E si et seulement si Vi appartient à l’étendue de Cj .

Exemple 13 Considérons le réseau de contraintes N de l’exemple 7. La figure 1.3 décrit le graphe
d’incidence de N où les cercles sont les variables et les rectangles sont les contraintes.

Rapelons que la macro-structure d’un réseau de contraintes, donnée par son graphe primal ou son
graphe d’incidence, ne donne aucune information sur les tuples autorisés ou interdits des contraintes du
réseau. La « micro-structure » d’un réseau de contraintes permet de caratériser plus finement le réseau en
représentant explicitement les interdépendances entre tuples.

Définition 21 (Micro-structure) Etant donné un réseau de contraintes binaires N = (V ,D, C), la
micro-structure (ou graphe de compatibilité) de N est le graphe non-orienté G = (X , E) tel que X =
V ×D est l’ensemble des paires variable-valeur, et {(Vi, vi), (Vj , vj) ∈ E si et seulement si il existe une
contrainte (binaire) C = (S,R) ∈ C telle que S = {Vi, Vj} et (vi, vj) ∈ R.

De manière symmétrique, le complément de micro-structure (ou graphe d’incompatibilité) de N est
le graphe G = (X , E) tel que X = V × D et {(Vi, vi), (Vj , vj) ∈ E si et seulement si il existe une
contrainte (binaire) C = (S,R) ∈ C telle que S = {Vi, Vj} et (vi, vj) 6∈ R.

Exemple 14 Soit N le réseau de contraintes de l’exemple 7. La figure 1.4 représente la microstructure
de C1.
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V1 V2

V3

V4

0
1
2

0
1
2

0
1
2

0
1
2

C1 : V1 6= V2 C2 : (V2 6= 1) ∨ (V2 = V3 + V4) C3 : V4 > V3

FIGURE 1.3 – Graphe d’incidence du réseau de contraintes de l’exemple 7.

V1 V2
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1
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(a) Microstructure support

V1 V2

0
1
2

0
1
2

(b) Microstructure conflit

FIGURE 1.4 – Graphe de compatibilité (1.4a) et graphe d’incompatibilité (1.4b) de la contrainte C1 du
réseau de contraintes de l’exemple 7.

1.2.3 Sémantique

Satisfaire un réseau de contraintes, c’est assigner une valeur à chaque variable de manière à ne violer
aucune contrainte du problème. Une telle affection de valeurs aux variables est appelée solution du réseau
de contrainte. Nous souhaitons déterminer si un problème formulé par un réseau de contraintes possède
ou non une solution. Pour ce faire, nous définissons la sémantique des réseaux de contraintes, c’est-à-
dire les conditions sous lesquelles il est satisfait. Nous devons donc définir certaines notions telles que
l’affectation d’une valeur à une variable et la satisfaction d’une contrainte.

Définition 22 (Instanciation) Soit N = (V ,D, C) un réseau de contraintes. Une instanciation I de
X ⊆ V est une application qui associe à chaque variable Vi une valeur I(Vi) ∈ Di. Nous notons
I(X ) l’ensemble de valeurs assignées par I aux variables de X . V ar(I) est l’ensemble des variables
instanciées par I.

Exemple 15 Considérons l’exemple 7 défini précédemment. I = {(V1 = 1), (V2 = 0), (V3 = 1)} est
une instanciation de V . Nous avons I({V2, V3}) = {(V2 = 0), (V3 = 1)}.

Nous pouvons maintenant définir les conditions pour qu’une instanciation satisfasse une contrainte.

Définition 23 (Contrainte satisfaite ou falsifiée) Une contrainte C = (S,R) est satisfaite (respective-
ment falsifiée) par une instanciation telle que S ⊆ V ar(I) , noté I |= C, si et seulement si I(S) ∈ R
(respectivement I(S) 6∈ R).
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Exemple 16 Considérons la contrainte C1 = (V1 6= V2) de l’exemple 7. L’instanciation I1 = {(V1 =
0), (V2 = 2)} satisfait la contrainte C1. L’instanciation I2 = {(V1 = 1), (V2 = 1)} falsifie C1.

Afin de satisfaire l’ensemble des contraintes d’un réseau de contraintes, une instanciation doit porter
sur toutes les variables du réseau. Nous distinguons trois types d’instanciations.

Définition 24 (Instanciation complète, partielle et incomplète) Soit N = (V ,D, C) un réseau de contraintes.
Une instanciation I est dite complète, partielle ou incomplète si I est définie sur un ensemble de va-
riables X tel que nous avons respectivement X = V , X ⊆ V et X ⊂ V .

Exemple 17 Soit le réseau de contraintes N de l’exemple 7. Les instanciations I1 = {(V2 = 2), (V4 =
1)} et I2 = {(V1 = 0), (V2 = 2), (V3 = 0), (V4 = 1)} sont respectivement incomplète et complète.
Elles sont aussi toutes les deux partielles.

Définition 25 (Tuple support, tuple conflit) Lorsqu’une instanciation I satisfait (respectivement ne sa-
tisfait pas) une contrainte C, elle est appelée tuple support (resectivement tuple conflit) de la contrainte
C.

Lorsqu’une contrainte est toujours satisfaite, quelle que soit l’instanciation considérée, cette contrainte
est dite universelle. Les contraintes universelles sont des contraintes qui sont nécessairement satisfaites,
quelle que soit l’affectation des variables apparaissant dans leurs portée. Nous les définissons formelle-
ment de la manière suivante :

Définition 26 (Contrainte universelle) Soit N = (V ,D, C) un réseau de contraintes. Une contrainte
C = (S,R) ∈ C est dite universelle si et seulement si C est satisfaite par toutes les instanciations de V .

Nous sommes maintenant en mesure de définir comment une instanciation satisfait l’ensemble des
contraintes du réseau. Une telle instanciation est appelée instanciation cohérente, elle est définie de ma-
nière formelle par :

Définition 27 (Instanciation cohérente) Soient N = (V ,D, C) un réseau de contraintes et X ⊆ V un
sous-ensemble de variables. Une instanciation I de X est cohérente si et seulement si ∀C = (S,R) ∈ C,
si S ⊆ X , alors I(S) forme un tuple support de C.

Lorsqu’une instanciation I ne satisfait pas l’une des contraintes du réseau, on dit que I falsifie N
(noté I 6|= N ).

Exemple 18 Soit le réseau de contraintes N = (V ,D, C) de l’exemple 7. L’instanciation I = {(V1 =
2), (V2 = 1), (V3 = 1), (V4 = 0)} est une instanciation complète de N . I satisfait les trois contraintes
de N , donc I est une solution de N .

Un réseau de contraintes N est cohérent si et seulement si il possède au moins une solution. L’en-
semble des solutions de N est noté mod(N) et son nombre de solutions est noté ‖N‖. Si un réseau de
contraintes N possède une variable dont le domaine est vide ou si l’une de ses contraintes ne possède pas
de tuple support, alors ce réseau de contraintes ne possède aucune solution. Un tel réseau de contraintes
est incohérent, noté N ≡ ⊥.

Comme nous venons de le définir, une instanciation consiste à assigner une valeur à chaque variable
du réseau. Cependant, dans le cadre de la recherche de solution d’un réseau de contraintes il est possible
de réfuter des valeurs du domaine d’une variable. Ces deux opérations se définissent formellement de la
manière suivante :
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Définition 28 (Assignation et réfutation) Soit N = (V ,D, C) un réseau de contraintes, Vi ∈ V une
variable telle que | Di |> 0 et v une valeur du domaine de Vi. Une assignation Vi = v (respectivement
une réfutation Vi 6= v), noté N|Vi=v (respectivement N|Vi 6=v), consiste à associer (respectivement à
supprimer du domaine) la valeur v à la variable Vi. C’est-à-dire à modifier le domaine de la variable Vi

tel que Di = {v} (respectivement Di = Di \ {v}).

Nous remarquons qu’assigner une valeur v à une variable V consiste à réfuter l’ensemble des valeurs
du domaine de V différentes de v.

Exemple 19 Considérons l’exemple 7. L’assignation N|V1=0 entraîne que D1 = {0} et N|V2 6=0 entraîne
que D2 = {1, 2}.

Il est courant lors de la construction de l’arbre de recherche par un prouveur que l’assignation et la
réfutation de valeurs soient considérées. L’application d’une assignation ou d’une réfutation peut être
étendue au cas d’un ensemble d’assignations et de réfutations. Un tel ensemble est appelé interprétation.
Soient N un réseau de contraintes et un ensemble {(V1 • v1), (V2 • v2), . . . (Vk • vk)} tel que (Vi • vi)
représente une assignation ou une réfutation de Vi à vi. Le réseau de contraintes N obtenu par application
de cet ensemble est calculé inductivement par ((((N|V1•v1)|V2•v2)|...)|Vk•vk).

1.3 Transformation de réseaux de contraintes en formule logique

Dans cette section, nous présentons quelques encodages permettant de transformer un réseau de
contraintes vers la logique propositionnelle. Cette approche étant pratiquée principalement pour résoudre
le problème de la cohérence, les différentes méthodes d’encodage visent à transformer les réseaux de
contraintes en formules CNF. La transformation d’une CNF vers un réseau de contraintes est plutôt évi-
dente, une CNF étant un réseau de contraintes dans lequel toutes les variables possèdent un domaine
binaire.

Les solveurs SAT résolvant expérimentalement des problèmes plus difficiles, l’idée de transformer
les réseaux de contraintes en CNF afin d’utiliser ensuite un solveur SAT moderne fut exploitée et l’est
encore aujourd’hui.

Il existe plusieurs méthodes permettant de transformer un problème encodé en réseau de contraintes
en CNF. Le principal objectif des solveurs étant de déterminer si l’instance donnée en entrée possède une
solution, dans un souci de simplifier le problème et afin de réduire sa taille, la majorité des encodages
transforment en une formule équisatisfiable. C’est-à-dire que si le problème initial possède une solution,
alors la transformation de ce problème possédera une solution et si le problème initial est incohérent
alors sa transformation sera aussi incohérente. Ce genre de transformation est tout à fait envisageable
dans le cas où une seule solution est demandée. Cependant, comme nous le verrons dans la suite de ce
manuscrit (chapitre 5), ces transformations ne sont pas utilisables dans le cas où nous souhaitons compter
le nombre de modèles.

Les logiciels d’encodage tels Sugar [TTKB09, TB], Azucar [TTB12] et meSAT [SM14] utilisent
des encodages performants pour les prouveurs SAT mais ne proposent pas d’encodage permettant de
conserver l’équivalence. Étant donné le contexte de nos travaux (i.e. la compilation de connaissances)
nous ne pouvons pas les utiliser. Ainsi, nous nous concentrons uniquement sur certains encodages, dans
leur usage simple, en omettant volontairement des simplifications qui peuvent rendre ces encodages plus
performants, mais qui feraient perdre l’équivalence logique au problème initial.

Chacun de ces encodages peut être utilisé de deux manières, en support ou en conflit. L’encodage en
conflit consiste à encoder sous forme CNF les tuples interdit de chaque contrainte, alors que le support
consiste à encoder les tuples qui la satisfont. Chacun de ces encodages est performant pour un certain
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nombre de problèmes et aucun encodage spécifique n’a été démontré plus performant pour l’ensemble
des problèmes. L’un des choix les plus important lorsque nous cherchons à transformer un réseau de
contraintes en CNF est la représentation des domaines des variables entières par des variables booléennes
auxiliaires. C’est cet encodage des domaines qui différencie principalement les différents encodages
existants.

1.3.1 Encodage des variables

Il existe plusieurs façon d’encoder les variables à l’aide de variables booléenne. Dans la suite nous
présentons les trois plus connus : le direct encoding, le log encoding et l’order encoding.

Le direct encoding Le direct encoding [dK89, Wal00] est l’encodage le plus connu et le plus utilisé
lorsqu’on parle d’encodage de réseau de contraintes vers CNF. Celui-ci est le plus simple et le plus
intuitif. Comme son nom l’indique il consiste à encoder directement chaque valeur du domaine des
variables du réseau de contraintes.

Pour chaque variable Vi, et chaque valeur vij ∈ Di de son domaine, nous créons une variable boo-
léenne xij qui a pour signification Vi = vij lorsque celle-ci vaut vrai. Par exemple, si la variable V2

du réseau de contraintes possède le domaine D2 = {1, 2, 3, 4}, on créé les quatre variables booléennes
x21, x22, x23, x24.

Chaque variable du réseau de contraintes doit être assignée pour trouver une solution au problème.
Au moins une des variables booléennes représentant le domaine d’une variable doit donc être à vrai. Pour
cela, une clause xi1 ∨xi2 ∨ · · · ∨xin est créée pour chaque domaine Di = {1, 2, . . . , n} des variables Vi

du réseau de contraintes. Cette clause est appelée la contrainte at least one. Pour un réseau de contraintes
N = (V ,D, C) donné, il y a donc | V | clauses at least one, chacune d’arité | Di |, la taille du domaine
de la variable Vi considérée.

Dans un réseau de contraintes, une variable ne peut être assignée qu’à une et une seule valeur. Sans
cette précision, notre encodage ne serait pas correct. Nous devons donc préciser que chaque variable Vi de
V ne peut pas prendre deux valeurs différentes en même temps. Nous devons donc ajouter des contraintes
indiquant qu’au plus une variable booléenne xij encodant les valeurs du domaine d’une variable Vi doit
être à vrai. Pour ce faire, nous ajoutons un nombre quadratique de clauses de la forme : ¬xij′ ∨ ¬xij′′
pour toutes les valeurs j′, j′′ ∈ Di telles que j′ 6= j′′. Ces clauses sont appelées les contraintes at most
one, pour stipuler qu’au plus une valeur peut être assignée à vrai. Nous ajoutons cet ensemble une telle
clause pour toutes les paires de valeur (vin, vim), avec n 6= m du domaine de la variable. Ce qui nous
donne dans le pire des cas n×(n−1)

2 clauses supplémentaires pour encoder Di, avec n =| di |.

Le log encoding Dans le log encoding [IM94, Wal00], le domaine d’une variable pouvant prendre d
valeurs est représenté par m = ⌈log2d⌉ variables booléennes. Chacune des 2m combinaisons représente
une assignation possible de la variable du réseau de contraintes. L’idée derrière cet encodage est d’en-
coder en codage binaire les valeurs du domaine des variables dans le but d’utiliser un nombre moins
important de variables propositionnelles. Pour chaque variable Vi du réseau de contraintes, sont intro-
duites les variables booléennes xbi avec b = {0, . . . ,m}. La variable xbi = vrai si et seulement si, dans
sa conversion en binaire, le bit b de la valeur assignés à la variable Vi est à 1.

Ceci permet à cet encodage de se passer des clauses at least one et des clauses at most one. Cepen-
dant, lorsque le cardinal du domaine n’est pas une puissance de deux, nous devons exclure les valeurs
excédentaire en ajoutant des clauses pour les valeurs prohibées. Si la valeur vh, ayant pour représentation
binaire vhm−1, . . . , vh0 (soit, vh = Σm−1

b=0 2b × vhb), n’appartient pas au domaine de la variable Vi, nous
devons ajouter une contrainte stipulant que les variables représentant la valeurs de Vi ne puissent pas
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représenter la valeur de vh. Nous ajoutons donc la formule booléenne suivante : ¬(∧m−1
b=0 (vhb ⇔ xbi)).

Cette formule indique simplement que les bits du domaine de la variable ne peuvent pas tous avoir la
même assignation que ceux d’une valeur n’appartenant pas au domaine. Cette formule peut être convertie
en la clause suivante :

∨m−1
b=0 vhb ⊕ xbi . En effet, effectuer la négation d’une équivalence logique entre

deux formules reviens à faire un ou exclusif entre ces deux formules. La variable vhb étant une valeur
définie, cela donne bien une clause de taille m définie sur les variables xbi . L’encodage des domaines
des variables ne contient donc qu’une liste des valeurs prohibées pour chaque variable du réseau de
contraintes.

Exemple 20 Soit Nt le réseau de contraintes de l’exemple 7. L’encodage des variables se fait de la
manière suivante. Les variables possèdent tous un domaine avec trois valeurs, elles sont donc chacune
représentées par ⌈log2(3)⌉ = 2 variables booléennes : v11, v10, v21, v20, v31, v30 et v41, v40.

La taille des domaines des variables n’étant pas une puissance de deux, nous devons prohiber la
valeur 4 dans leur représentation en clause. Par exemple, pour la variable V1 la valeur 4 est prohibée
par la clause ¬v11 ∨ ¬v10.

Nous remarquons via l’exemple 20 que le nombre de clauses générées pour l’encodage des domaines
des variables du réseau de contraintes est fortement réduit. Cependant, comme nous le verrons par la suite
les clauses générées afin d’encoder les contraintes sont plus grandes. Nous verrons dans le chapitre 5 que,
dans le cadre de la compilation, le fait d’avoir de grande clauses peut être problématique.

Le order encoding L’ order encoding [BB03, TTKB09], aussi connu sous le nom de sequential
counter encoding, consiste en une représentation particulière du domaine des variables du réseau de
contraintes. En effet, pour chaque variable Vi de domaine Di = {vi1, . . . , vin}, nous créons un vecteur
de taille n− 1 de variables [xi1, . . . , x

i
n − 1]. Chacune de ces variables xij signifie que Vi > vj si elle est

à vrai et Vi ≤ vj sinon. Pour stipuler l’affectation de la variable Vi = vj , les premières j − 1 variables
sont assignées à vrai et les autres sont assignées à faux. Par exemple, soit la variable Vi de domaine
Di = {1, 2, 3, 4, 5}, les affectations Vi = 1, Vi = 3 et Vi = 5 sont respectivement représentées par
[0, 0, 0, 0], [1, 1, 0, 0] et [1, 1, 1, 1].

Un tel encodage nécessite deux propriétés :
— si xvi = vrai, alors xvj = vrai pour tout j tel que 1 ≤ j ≤ i ;
— Si xvi = faux, alors xvj = faux pour tout j tel que i ≤ j ≤ n− 1.
Afin de satisfaire cette propriété, nous devons créé l’ensemble de clauses suivante :

∧n−2
i=1 ¬(¬xvi ∧ xvi+1) ≡

∧n−2
i=1 (x

v
i ∨ ¬xvi+1)

L’assignation d’une variable Vi du réseau de contrainte à une valeur Vi = vj est représentée en fixant
la valeur des variables xVi

j−1 = vrai et xVi

j = faux. Vi 6= vj est représenté en ajoutant xVi

j−1 = xVi

j .
Pour la plus petite borne du domaine, nous supposons qu’il y a une variable implicite que l’on ne spécifie
pas, puisqu’elle serait toujours à vrai. Cela permet de réduire le nombre de variables propositionnelles
nécessaire pour représenter le réseau de contraintes.

Le principal avantage de cet encodage est qu’il permet la représentation d’intervalles de domaines et
la propagation de leurs bornes. Il est en effet possible de restreindre le domaine d’une variable entre les
bornes i, . . . , j en imposant xvi−1 = vrai et xvj = faux.

Bien qu’étant un des encodages les plus performants sur des problèmes utilisant des contraintes arith-
métique, l’order encoding se montre moins performant sur certains types de problèmes ou de contraintes.
Par exemple, il a été montré que le direct encoding est plus performant que l’order encoding lorsque le
réseau de contraintes est principalement constitué de contraintes allDifferent.
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1.3.2 Encodage des contraintes

Dans la suite suite nous présentons deux méthodes d’encodages des contraintes. Nous discutons aussi
de certaines améliorations pouvant être réalisées en fonction de l’encodage des variables utilisé.

Le conflict encoding Le principe du conflict encoding est d’encoder les contraintes par la liste des
leurs tuples interdits. Pour cela, pour chaque tuple interdit, nous créons une clause, appelée clause conflit,
représentant ce tuple. Pour une contrainte dont la portée est S = {Vi, . . . , Vj} pour chaque tuple conflit
Vi 6= v, . . . , Vj 6= v′, cette liste de valeurs interdites pour ces variables est représentée par la clause
conflit de la forme ¬xiv ∨ · · · ∨ ¬xjv′ , où ¬xiv représente Vi 6= v.

Exemple 21 Considérons le réseau de contraintes de l’exemple 7. Supposons que le codage des va-
riables a été réalisé à l’aide du direct encoding. Nous avons pour l’encodage de ces dernières les clauses
suivantes :

v10 ∨ v11 ∨ v12 ¬v10 ∨ ¬v11 ¬v10 ∨ ¬v12 ¬v11 ∨ ¬v12
v20 ∨ v21 ∨ v22 ¬v20 ∨ ¬v21 ¬v20 ∨ ¬v22 ¬v21 ∨ ¬v22
v30 ∨ v31 ∨ v32 ¬v30 ∨ ¬v31 ¬v30 ∨ ¬v32 ¬v31 ∨ ¬v32
v40 ∨ v41 ∨ v42 ¬v40 ∨ ¬v41 ¬v40 ∨ ¬v42 ¬v41 ∨ ¬v42

L’ensemble des clauses permettant de coder la contrainte C1 sont :

¬v10 ∨ ¬v20 ¬v11 ∨ ¬v21 ¬v12 ∨ ¬v22
L’ensemble des clauses permettant de coder la contrainte C2 sont :

¬v21 ∨ ¬v30 ∨ ¬v40 ¬v21 ∨ ¬v30 ∨ ¬v42 ¬v21 ∨ ¬v31 ∨ ¬v41
¬v21 ∨ ¬v31 ∨ ¬v42 ¬v21 ∨ ¬v32 ∨ ¬v40 ¬v21 ∨ ¬v32 ∨ ¬v41
¬v21 ∨ ¬v32 ∨ ¬v41

L’ensemble des clauses permettant de coder la contrainte C3 sont :

¬v40 ∨ ¬v30 ¬v40 ∨ ¬v31 ¬v40 ∨ ¬v32
¬v41 ∨ ¬v31 ¬v41 ∨ ¬v32 ¬v42 ∨ ¬v32

La conjonction de ces clauses représente bien une formule CNF logiquement équivalente au réseau de
contrainte N encodée via le conflict encoding.

Le support encoding Le support encoding [Gen02] consiste à encoder les tuples supports de chaque
contrainte en un ensemble de clauses support. Pour chaque tuple d’une contrainte, où la variable Vi

est affecté à la valeur vi1 , nous ajoutons une clause indiquant les combinaisons de valeurs que peuvent
prendre les autres variables dans le scope de la contrainte. Si la variable Vi = vi1 apparaît dans les tuples
support avec la variable Vj avec pour valeur Vj = vj1 , Vj = vj2 , . . . , Vj = Vjk , alors nous imposons que
xii1 → xjj1 ∨ xjj2 ∨ · · · ∨ xjjk . Nous ajoutons donc la clause ¬xii1 ∨ xjj1 ∨ xjj2 ∨ · · · ∨ xjjk . Si une
affectation Vi = vi1 ne supporte aucune valeur, la clause support sera réduite à la clause unitaire ¬xii1 .
Cela indique que l’on interdit la valeur vi1 pour la variable Vi. Si au contrainte l’affectation Vi = vi1
supporte toutes les valeurs d’une variable Vj , aucune clause n’est requise. En effet, ajouter une clause
permettant toutes les valeurs pour la variable Vj n’ajoute aucune contrainte sur le domaine de celle-ci.

Exemple 22 Considérons une nouvelle fois le réseau de contraintes de l’exemple 7. Supposons que le
codage des variables a aussi été réalisé à l’aide du direct encoding.

L’ensemble des clauses permettant de coder la contrainte C1 sont :
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¬v10 ∨ v21 ∨ v22 ¬v11 ∨ v20 ∨ v22 ¬v12 ∨ v20 ∨ v21
¬v20 ∨ v11 ∨ v12 ¬v21 ∨ v10 ∨ v12 ¬v22 ∨ v10 ∨ v11

L’ensemble des clauses permettant de coder la contrainte C2 sont :

¬v20 ∨ v30 ∨ v31 ∨ v32 ¬v20 ∨ v40 ∨ v41 ∨ v42 ¬v21 ∨ v30 ∨ v31
¬v21 ∨ v40 ∨ v41 ¬v22 ∨ v30 ∨ v31 ∨ v32 ¬v22 ∨ v40 ∨ v41 ∨ v42

¬v30 ∨ v20 ∨ v21 ∨ v22 ¬v30 ∨ v40 ∨ v41 ∨ v42 ¬v31 ∨ v20 ∨ v21 ∨ v22
¬v31 ∨ v40 ∨ v41 ∨ v42 ¬v32 ∨ v20 ∨ v21 ∨ v22 ¬v32 ∨ v40 ∨ v41 ∨ v42
¬v40 ∨ v20 ∨ v21 ∨ v22 ¬v40 ∨ v30 ∨ v31 ∨ v32 ¬v41 ∨ v20 ∨ v21 ∨ v22
¬v41 ∨ v30 ∨ v31 ∨ v32 ¬v42 ∨ v20 ∨ v21 ∨ v22 ¬v42 ∨ v30 ∨ v31 ∨ v32

L’ensemble des clauses permettant de coder la contrainte C3 sont :

¬v40 ¬v41 ∨ v30 ¬v42 ∨ v30 ∨ v31
¬v32 ¬v31 ∨ v42 ¬v30 ∨ v41 ∨ v42

La conjonction de ces clauses et de celles permettant de modéliser les domaines des variables est bien
une formule CNF équivalente pour la satisfiabilité au réseau de contrainte N encodée via le support
encoding.

L’exemple 7 est représentatif de comment le support encoding se comporte en pratique. En effet,
dans la plupart des situations cet encodage nécessite en moyenne bien plus de clauses. Cependant, il a
été prouvé que pour le support encoding, la propagation unitaire était équivalent à l’arc-cohérence du
réseau de contraintes initial [Gen02, PJ10]. Il a été montré que dans le cas du conflict encoding il est
nécessaire d’utiliser un filtrage plus coûteux que la propagation unitaire (l’hyper binary resolution) afin
d’obtenir le même comportant [DFW02]. Plus précisément, il a aussi été montré que les clauses supports
peuvent être déduites depuis le conflict encoding en appliquant plusieurs étapes de cette étape de filtage.

Encodage mixte Comme nous pouvons l’observer sur les deux derniers exemples, le nombre de clauses
nécessaires à la représentation d’une contrainte peut varier de manière significative en fonction de l’en-
codage utilisé. Dans le cadre de la compilation de connaissances la taille de l’entrée peut s’avérer im-
portante quant au performance du compilateur. En effet, la procédure de caching dépend fortement de
cette taille (voir le chapitre 2 suivant pour plus d’informations à ce sujet). Il peut donc être intéressant
de mixer les deux encodages en fonction du comportement de ces derniers. Plus précisément, pour une
contrainte Ci, si le support encoding nécessite moins de clauses que le conflict encoding pour représenter
Ci alors support encoding est utilisé, sinon le conflict encoding est utilisé pour représenter Ci.

Exemple 23 Considérons une nouvelle fois le réseau de contraintes de l’exemple 7. Supposons que le
codage des variables a aussi été réalisé à l’aide du direct encoding.

L’ensemble des clauses permettant de coder la contrainte C1 sont :

¬v10 ∨ ¬v20 ¬v11 ∨ ¬v21 ¬v12 ∨ ¬v22

Une seule clause est nécessaire pour encoder la contrainte C2 :

¬v21 ∨ ¬v30 ∨ ¬v40 ¬v21 ∨ ¬v30 ∨ ¬v42 ¬v21 ∨ ¬v31 ∨ ¬v41
¬v21 ∨ ¬v31 ∨ ¬v42 ¬v21 ∨ ¬v32 ∨ ¬v40 ¬v21 ∨ ¬v32 ∨ ¬v41
¬v21 ∨ ¬v32 ∨ ¬v41

L’ensemble des clauses permettant de coder la contrainte C3 sont :
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¬v40 ¬v41 ∨ v30 ¬v42 ∨ v30 ∨ v31
¬v32 ¬v31 ∨ v42 ¬v30 ∨ v41 ∨ v42

La conjonction de ces clauses et celles permettant de modéliser les domaines des variables représente
bien une formule CNF équivalente pour la satisfiabilité au réseau de contrainte N .

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés à la modélisation de problèmes à l’aide d’une conjonc-
tion de contraintes. Dans le chapitre suivant, nous présentons les algorithmes permettant de rechercher
une ou plusieurs solutions d’un problème exprimer à l’aide de ces formalismes (SAT ou CSP).
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Chapitre 2

De la recherche d’une solution au
comptage de modèles
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Il est bien connu que déterminer si un réseau de contraintes possède une solution ou non est un pro-
blème NP-complet. Autrement dit, il n’existe pas d’algorithme déterministe en temps polynomial (sauf
si P = NP) permettant de résoudre ce problème, mais nous sommes capables de vérifier en temps poly-
nomial si une instanciation des variables est une solution ou non du problème. Les problèmes représentés
par des réseaux de contraintes dont le but est de déterminer s’il existe ou non une solution sont appelés
problèmes de satisfaction de contraintes. Résoudre un tel problème consiste souvent à trouver une (ou
plusieurs) solution(s) au réseau de contraintes ou à prouver son incohérence.

Une façon de déterminer si un réseau de contraintes possède une solution consiste à se déplacer
dans l’ensemble des affectations possibles des variables. Un algorithme naïf consisterait donc à essayer
une à une l’ensemble des affectations possibles du réseau de contraintes et de vérifier si l’instanciation
considérée est un modèle ou non. Il est clair qu’une telle approche n’est pas envisageable en pratique.

Pour résoudre ce problème, de nombreux algorithmes complets ont été proposés afin de vérifier la
cohérence d’un problème exprimé à l’aide de contraintes. Ces algorithmes se divisent principalement en
deux catégories regroupant chacune plusieurs familles d’algorithmes. La première catégorie regroupe les
familles d’algorithmes syntaxiques. Ces derniers s’intéressent à la structure du problème en ne prenant
pas en compte la valeur des variables (résolution [Rob65, Gal77], réécriture [Boo54, Sha40], etc.). La
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seconde catégorie regroupe les familles d’algorithmes sémantiques qui, contrairement aux approches
syntaxiques, s’attachent au sens des variables pour tenter de trouver une solution (énumération [Qui50,
DLL62a, GB65, JW90], diagrammes de décision binaires [Ake78, Bry92, US94], etc.).

En pratique, les approches les plus utilisées sont les algorithmes énumératifs reposant le plus sou-
vent sur une recherche en profondeur avec retour arrière non chronologique. Comme nous le verrons
dans la dernière section, les compteurs de modèles sont aussi basés sur ces algorithmes [SBB+04a].
Cette méthode consiste à étendre de manière incrémentale une instanciation partielle en une instancia-
tion complète représentant une solution au problème. Pour ce faire, nous affectons une à une les variables
du réseau de contraintes jusqu’à trouver une solution. Lorsque l’instanciation partielle générée falsifie
l’une des contraintes, un conflit est rencontré. et un retour arrière est réalisé afin de résoudre ce conflit et
de réduire le nombre total d’assignations à vérifier. La trace de la recherche est généralement représen-
tée sous la forme d’un arbre, appelé l’arbre de recherche. L’arbre complet représentant l’ensemble des
instanciations possible est nommé l’espace de recherche (voir par exemple la figure 2.2).

2.1 Résolution du problème SAT

Comme précisé dans le chapitre précédent, SAT est le problème de décision consistant à déterminer
si une formule sous forme normale conjonctive (CNF) possède ou pas un modèle. La cohérence d’une
formule propositionnelle est le problème de décision de référence puisque ce fut le premier prouvé NP-
complet. Il représente donc le problème NP-complet de référence [Coo71]. De plus, il a été montré que
l’ensemble des problèmes NP-complets se traduisent naturellement en problèmes SAT ou peuvent être
réduits à ce problème.

Dans cette section, nous présentons une approche complète permettant de résoudre le problème SAT.
Pour une vue complète des différentes approches possibles pour résoudre SAT, le lecteur intéressé pourra
se référer à [BBH+09]. Les approches complètes permettent en un temps fini de déterminer la cohérence
de n’importe quelle formule CNF donnée. Il s’agit généralement de parcourir en profondeur un arbre de
recherche, où chaque nœud correspond à l’assignation d’une variable à vrai ou à faux, et chaque che-
min entre la racine et une feuille correspond à une interprétation de la formule. Le formalisme sous la
logique propositionnelle pouvant être vu comme un cas particulier de celui des réseaux de contraintes,
les algorithmes permettant de trouver une solution à un réseau de contraintes peuvent être appliqués à
la logique propositionnelle. Puisque les algorithmes complets pour le problème SAT ne se basent que
sur des formules sous forme normale conjonctive (CNF), les approches visant la logique propositionnelle
sont modifiées afin de prendre en compte les particularités des formules CNF. Dans la suite, nous présen-
tons les solveurs CDCL (Conflict Driving Clause Learning) [MMZ+01a] et les fonctions qui font que
cet approche est efficace en pratique.

2.1.1 Solveur SAT moderne : CDCL

La procédure CDCL a été introduit par [MSS96] (et améliorée par [MMZ+01b]) et est une exten-
sion de la procédure DPLL [DLL62b]. Cette méthode tente de tirer parti de l’analyse de conflits afin
d’apprendre une nouvelle clause et effectuer un retour arrière non chronologique. L’algorithme CDCL
a deux avantages majeurs par rapport à l’algorithme DPLL : (i) effectuer un backjumping permet de ne
pas considérer une partie de l’arbre de recherche ne possédant pas de solution et (ii) l’apprentissage de
clauses permet d’éviter de considérer des sous-arbres de recherche, lesquels ont été montrés inconsistants
lors d’une précédente analyse de conflits. L’algorithme CDCL ne pouvant pas être présenté facilement
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de manière récursive, une version itérative de celui-ci est donnée dans l’algorithme 1.

Algorithme 1 : Solveur CDCL

Données : Σ une formule sous CNF
Résultat : SAT ou UNSAT

1 ∆← ∅; /* ensemble de clauses apprises */

2 Ip ← ∅; /* interprétation partielle */

3 dl← 0; /* niveau de décision */

4 tant que (true) faire
5 α← propagationUnitaire(Σ ∪∆, Ip);
6 si (α = null) alors
7 si (toutes les variables sont affectées) alors retourner SAT;
8 x← heuristiqueDeBranchement(Σ ∪∆, Ip);
9 ℓ←affectePolarité(x);

10 dl← dl + 1;
11 Ip ← Ip ∪ {(ldl)};
12 si faireReduction() alors reductionClausesApprises (∆);

13 sinon
14 β ←analyseConflit(Σ ∪∆, Ip, α);
15 bl←calculRetourArrière(Ip, bl);
16 si β = ⊥ alors retourner UNSAT;
17 ∆← ∆ ∪ β;
18 retourArrière(Σ ∪∆, Ip, bl); /* mise à jour de Ip */

19 si (faireRedémarrage()) alors redémarrage(Ip, dl);

Typiquement, l’algorithme CDCL peut être assimilé à une séquence de décisions suivies de propa-
gations des littéraux unitaires, jusqu’à l’obtention d’un conflit. Chaque littéral choisi comme littéral de
décision (ligne 8) est affecté suivant une certaine polarité (ligne 9) à un niveau de décision donné (ligne
11). Si tous les littéraux sont affectés, alors Ip est un modèle de Σ (ligne 7). À chaque fois qu’un conflit
est atteint par propagation (lignes 13–19), une clause β est calculée en utilisant une méthode d’analyse
de conflits donnée et un niveau de backjump est calculé en fonction de la clause β (lignes 14–15). À
ce stade, il est possible de prouver l’inconsistance (β est la clause vide) de la formule (ligne 16). Si ce
n’est pas le cas, un retour arrière est effectué et le niveau de décision devient égal au niveau de backjump
(ligne 18). Ensuite, certains solveurs CDCL forcent le redémarrage et dans ce cas, un retour arrière est
effectué au sommet de l’arbre de recherche (ligne 19). Finalement, la base de clauses apprises peut être
réduite lorsque celle-ci est considérée comme trop volumineuse (ligne 12).

Dans la suite, nous donnons une description des différentes fonctions laissées en suspens lors de la
description.

2.1.2 La propagation unitaire

Commençons par présenter les différentes satisfactions des clauses par des interprétations. Soit α
une clause, elle est :

— satisfaite par une interprétation I si au moins l’un de ses littéraux est affecté à vrai par I ;
— falsifiée par une interprétation I si tous ses littéraux sont affectés à faux par I ;
— unitaire, binaire ou n-aire si elles contient respectivement un, deux ou n littéraux différents ;
La propagation unitaire est la forme de filtrage la plus simple. Elle repose sur la propriété suivante : si

l est un littéral d’une clause unitaire de Σ, alors les seules interprétations modèles de Σ doivent satisfaire
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la clause unitaire l. En effet, une interprétation qui satisfait la négation du littéral conduit nécessairement
à falsifier la clause unitaire et donc à une contradiction. Ainsi, la propagation unitaire consiste à sup-
primer toutes les clauses dans lesquelles le littéral l apparaît et à supprimer toute occurrence du littéral
complémentaire, c’est-à-dire réduire les clauses contenant ce littéral complémentaire. Cette simplifica-
tion est répétée jusqu’à ce que la formule ne contienne plus de clauses unitaires ou jusqu’à l’obtention
d’une contradiction (une clause vide). Il est important de remarquer que cette simplification ne modifie
pas la cohérence de la formule initiale. En effet, la formule obtenue après application de la propagation
unitaire jusqu’à l’obtention d’un point fixe conjointe avec les littéraux produits est logiquement équiva-
lente à la formule initiale.

Exemple 24 (Propagation unitaire) Soit la formule CNF Σ suivante :

x ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ ¬u) ∧ (¬z ∨ ¬x) ∧ (¬y ∨ z ∨ u)

Le littéral x étant le littéral d’une clause unitaire, la variable x est donc affectée à la valeur vrai.
L’ensemble des clauses contenant x sont supprimées et la clause ¬z∨¬x est simplifiée par la clause ¬z.
Après propagation, nous obtenons la formule CNF suivante : ¬z∧ (¬y∨z∨u) ¬z étant un littéral d’une
nouvelle clause unitaire, la variable z est à sont tour affectée à faux. Le littéral z est donc supprimé
de la clause ¬y ∨ z ∨ u. L’ensemble des clauses unitaire ont donc été propagées. La formule CNF

¬y ∨ u représente donc Σ après propagation. Remarquons que Σ est bien équivalente à la formule
x ∧ ¬z ∧ (¬y ∨ u).

La propagation unitaire peut également être utilisée comme méthode de prétraitement pour extraire
d’importantes informations de l’instance initial comme les littéraux impliqués, équivalents ou unitaires
[Ber01, Nov03]. Elle permet aussi de déduire des portes logiques ou des sous-clauses dans la CNF initiale
[GOMS04, PHS08].

Puisque la propagation unitaire est réalisée souvent elle consomme énormément de ressources de
calcul. Pour de nombreux problèmes, elle induit à elle seule la grande majorité des affectations effectuées
par le solveur. Puisque dans ce genre de situation 90% du temps consacré à la recherche d’une solutions
est passé à effectuer ce traitement. Par conséquent, l’implémentation de cette méthode a été très étudiée.
Dans la suite nous présentons une des avancées qui a permis au solveur SAT d’obtenir le succès que nous
leur connaissons, à savoir les watched literals.

Les Watched Literals

Afin d’améliorer l’efficacité de la propagation unitaire de nombreuses méthodes ont été proposées,
dont celle décrite dans [ZM02] qui représente incontestablement l’avancée la plus importante dans ce
domaine. L’idée de cet algorithme est basée sur une structure de donnée dite « paresseuse ». Elle permet
de traiter la propagation unitaire avec une complexité moyenne sous-linéaire. Le principe est de surveiller
pour chaque clause de la formule deux littéraux xi et xj non affectés à faux par l’interprétation courante.
Ces deux littéraux, appelés watchs, permettent de déterminer que la clause n’est ni unitaire, ni falsifiée.
En effet, pour savoir si une clause est unitaire il suffit de vérifier si tous ses littéraux son affectés à faux
sauf un. Une clause est falsifiée si tous ses littéraux sont affectés à faux. Lorsque les deux littéraux xi et
xj ont été sélectionnés pour surveiller la clause, il n’est pas nécessaire d’observer cette clause à chaque
affectation tant que ces littéraux n’ont pas été affecté. Ainsi, à chaque littéral est associé une liste de
clauses à surveiller. Lorsque qu’un littéral xi est affecté à vrai, il suffit alors de ne vérifier que la liste des
clauses surveillées par le littéral complémentaire ¬xi et chercher un « remplaçant » pour chaque de ces
clauses.

Lorsqu’un littéral xi est affecté à vrai les clauses dans lesquelles il apparaît sont par définition satis-
faites. Il n’est donc plus nécessaire de les surveiller. Nous devons donc simplement étudier les différents
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cas pouvant se produire lorsqu’un littéral est affecté à faux. Considérons une clause α = x1∨x2∨· · ·∨xk
dans laquelle les littéraux x1 et xk sont les watchs de α. Nous distinguons trois cas susceptibles d’inter-
venir lors de la propagation unitaire après l’affectation du littéral ¬x1 :

— S’il existe un littéral xi non affecté par l’interprétation courante et tel que xi 6= x1 et xi 6= xk,
alors xi peut surveiller la clause α (par exemple x2) ;

— Si lors de la recherche d’un nouveau watch xi, il existe un xi qui est satisfait par l’interprétation
courante (par exemple x2), alors il n’est pas utile de remplacer le watch x1. En effet, cela signifie
que x1 est affecté après xi. Par conséquent lorsque xi sera de nouveau non affecté, x1 le sera
aussi et il sera ainsi de nouveau à même de surveiller α ;

— Lorsqu’aucun littéral différent de xk n’est affecté à faux, deux situations se présentent :
— xk n’est pas affecté, alors la clause est unitaire et le littéral xk est alors propagé à vrai ;
— xk est affecté à faux, alors la clause est falsifiée par l’interprétation courante. Dans ce cas, la

propagation unitaire conduit à un conflit.
Dans les deux cas, il n’est pas nécessaire de modifier les watchs puisque lors d’un retour-arrière
avant l’affectation de x1, les deux littéraux, x1 et xk, seront en mesure de surveiller α.

Grâce à cette structure, nous remarquons que lors de l’affectation d’une variable, seul un sous-
ensemble des clauses contenant une occurrence de cette variable est testé. Mais cela est suffisant pour
réaliser les propagations unitaires durant l’affectation de valeurs lors de la recherche. Il est important
de noter qu’aucune mise à jour n’est à effectuer lorsque le solveur effectue un retour-arrière puisque les
watchs seront forcément des littéraux non affectés. L’utilisation de cette structure explique la rapidité du
traitement de la propagation unitaire. Cependant l’utilisation de structures paresseuses possède quelques
inconvénients. L’utilisation d’heuristiques « syntaxiques » n’est plus possible car celles-ci ont besoin
d’une connaissance complète de l’instance. Ainsi, lorsque les solveurs CDCL ont été présentés, une heu-
ristique ne s’appuyant pas sur la structure de la formule a été introduit. Cette heuristique, nommée VSID,
est basée sur une des composantes les plus importantes des solveurs SAT modernes : l’analyse de conflit.

2.1.3 Analyses de conflits basées sur l’analyse du graphe d’implications

Les premiers travaux sur l’analyse de conflits ont été réalisés sur les CSP [Pro93]. Les interactions
entre le monde des CSP et celui de SAT ont permis l’élaboration et le développement de ces techniques
dans le cadre de SAT [MSS96, BJS97], qui, depuis, sont devenues incontournables.

Comme nous avons pu le souligner précédemment, le but de l’analyse de conflits est de trouver un
ensemble de littéraux responsables d’une situation d’échec. Une fois cet ensemble de littéraux localisé
une nouvelle clause est générée afin d’indiquer au solveur qu’il n’existe pas de solution dans un certain
espace de recherche. À l’heure actuelle, le schéma d’analyse de conflits le plus couramment utilisé est
basé sur l’analyse du graphe d’implications. Ce graphe est un graphe dirigé acylique (DAG) permettant de
représenter les dépendances entre les clauses et les assignations obtenues par propagation des littéraux
unitaires. Pour effectuer cela, un nœud est associé à chaque littéral affecté à vrai par l’interprétation
courante. Ensuite, une arête entre un nœud x et un nœud y est créée si l’affectation de x à vrai a impliqué
l’affectation de y à vrai.

Lorsque l’interprétation partielle est conflictuelle, le graphe d’implications généré comporte deux
nœud représentant deux littéraux complémentaires. Dans ce cas, il est possible d’ajouter un nœud sup-
plémentaire (⊥) symbolisant une situation conflictuelle. Lorsqu’un tel nœud est présent il est possible
d’analyser le graphe afin d’extraire les littéraux responsables de ce conflit. Généralement, cette analyse
est basée sur la notion d’UIP (Unique Implication Point). Un UIP est un nœud du dernier niveau de
décision qui domine le conflit.

Remarque 5 Les UIP peuvent être ordonnés en fonction de leur distance avec le conflit. Le premier
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point d’implication unique (first-UIP pour « First Unique Implication Point ») est l’UIP le plus proche
du conflit tandis que le dernier UIP (last-UIP pour « Last Unique Implication Point ») est le plus éloigné,
c’est-à-dire le littéral de décision affecté au niveau du conflit.

La localisation d’un UIP permet de fournir une décision alternative provoquant le même conflit.
À l’heure actuelle, les démonstrateurs SAT modernes utilisent pour la plupart la notion de first-UIP
afin d’extraire un nogood [MMZ+01b]. Cette clause est générée en effectuant des résolvantes entre les
clauses responsables du conflit (utilisé durant la propagation unitaire) en remontant de celui-ci vers la
variable de décision du dernier niveau jusqu’à obtenir une clause contenant un seul littéral du dernier
niveau de décision (le UIP). Ce processus nommé preuve par résolution basée sur les conflits permet
d’extraire une clause ne possédant qu’un seul littéral du dernier niveau. Cette clause est nommée clause
assertive.

La clause assertive correspondant au first-UIP ainsi générée est apprise par le solveur et permet non
seulement d’éviter à l’avenir d’atteindre à nouveau cet échec, mais aussi d’effectuer un retour arrière. En
effet, la connaissance de cette clause falsifiée permet d’affirmer que le littéral assertif doit être propagé
plus tôt dans l’arbre de recherche.

Pour terminer, à chaque conflit les solveurs CDCL apprennent une nouvelle clause dont la taille
peut être relativement importante. Dès lors, ils se heurtent à deux problèmes majeurs : l’utilisation de la
mémoire et le temps utilisé pour la propagation unitaire. Pour remédier à cela, la base de clauses apprises
est régulièrement réduite (reductionClausesApprises). Le choix des clauses à conserver est
déterminé en fonction des clauses utilisées lors de la génération des clauses conflits. C’est aussi de cette
manière que sont pondérées les variables. Ce poids est à la base de l’heuristique de branchement VSID.

2.1.4 Heuristiques de branchement

Le choix de la prochaine variable à affecter possède une grande incidence sur la taille finale de l’arbre
de recherche et par conséquent sur le temps d’exécution de l’algorithme. La taille de l’arbre de recherche
peut varier de manière exponentielle selon l’ordre suivant lequel les variables sont affectées [LA97].
Malheureusement, trouver l’ordre des variables à affecter permettant de conduire à l’arbre de recherche
minimal est un problème NP-difficile [Lib00]. Vu la complexité pour obtenir l’ordre de variables de
branchement optimale, il semble raisonnable d’estimer quelle est la meilleur variable de branchement
via une heuristique plutôt que de la calculer précisément. Pour être efficace, une telle heuristique doit
permettre de réduire l’arbre de recherche tout en ayant un temps de calcul rapide. Une heuristique trop
gourmande en temps, même si elle permet de fortement réduire la taille de l’arbre de recherche, peut
se révéler moins performante qu’une heuristique plus rapide qui générera plus de branchements. Dans
ce manuscrit, nous nous intéressons uniquement à l’heuristique de branchement la plus utilisée dans les
implémentations modernes des solveurs SAT : l’heuristique VSID. Pour de plus ample informations, le
lecteur pourra se référer à [BBH+09, Lag11].

L’heuristique VSID (« Variable State Independent Decading Sum »), proposée par [ZMMM01], est
une approche de type rétrospective (i.e. de type « look-back ») qui cherche à éviter de futures situa-
tions d’échec. Le principe de ce type d’approche est de tirer parti des informations obtenues durant la
recherche.

La méthode VSID associe donc un compteur à chaque variable du problème, appelé activité. Lors-
qu’un conflit survient, une analyse de ce conflit est effectuée. Elle consiste à déterminer la raison du
conflit et augmente l’activité des variables en étant la cause de cet échec. Au prochain choix, la variable
ayant la plus grande activité est choisie comme prochaine variable de décision. Plus l’activité d’une
variable est grande plus elle est impliquée dans les conflits, elle est donc considérée comme fortement
contrainte. Le principe est de chercher à éliminer les variables se trouvant dans de nombreux conflits le
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plus tôt possible dans la recherche et ainsi d’obtenir des conflits en haut de l’arbre de recherche. Afin de
ne pas donner trop d’importance aux variables entrées en conflit au début de la recherche, l’activité des
variables est régulièrement divisée par une constante. Cela permet de prendre en compte les variables
apparaissant plus récemment dans les conflits.

2.1.5 Redémarrages

Comme observé par [GSCK00] les premiers choix effectués lors d’une recherche complète sont pré-
pondérants. En effet, les auteurs ont montré expérimentalement qu’exécuter la même approche sur le
même problème mais avec des choix initiaux différents conduit à des temps de résolution totalement
hétérogènes. Ces expérimentations ont permis d’identifier un phénomène singulier nommé phénomène
de longue traînée (« heavy tail ») [GW94, Wal99, GSCK00, CGS01]. Afin d’y remédier les auteurs pro-
posent de redémarrer la recherche au bout d’un certain temps (« restart »). L’idée est que si la recherche
échoue depuis un certain nombre de temps (évalué en nombre de retour arrière) alors il est jugé peu
probable que la recherche aboutisse en un temps raisonnable. Dans ce cas, l’algorithme est relancé avec
la formule initiale tout en conservant certaines informations (les scores pour VSID par exemple) ou les
clauses apprises afin d’effectuer des choix plus judicieux au début de l’arbre.

Ces stratégies se décomposent en deux catégories. La première classe regroupe les stratégies de re-
démarrages statiques lesquelles sont établies au commencement de la recherche (intervalle fixe [Rya04,
MMZ+01b, NGPH06], suite géométrique [Wal99] et intervalle variable [LSZ93, Bie08b, PD07, LH05],
. . . ). La seconde classe regroupe les approches dynamiques qui tentent d’exploiter différentes informa-
tions en cours de recherche afin de déterminer si le solveur doit effectuer ou pas un redémarrage (variation
de phase [Bie08a], glucose [AS09], hauteur des sauts [HJS10], . . . ).

2.2 Résolution du problème CSP

La manière dont la résolution est réalisée dans le cadre du problème CSP est assez similaire au cadre
SAT. À chaque itération, une variable est sélectionnée par l’algorithme et un branchement est effectuée
sur une valeur de son domaine qui est alors réduit. Cette étape est appelée étape de décision. Dans cette
thèse nous nous sommes restreints à la méthode de branchement suivante, cependant de nombreuses
autres approches de branchement pour le problème CSP ont été étudiées.

Définition 29 (Étape de décision) Soit N = (V ,D, C) un réseau de contraintes et Vi une variable de
V . Une décision correspond soit à l’assignation d’une variable Vi à la valeur v, soit à la réfutation de la
variable Vi à la valeur v.

Si le branchement est une assignation, alors le domaine de la variable est réduit à un singleton.
Sinon, c’est une réfutation et la valeur choisie est supprimée du domaine. Enfin, un test pour vérifier
qu’aucune contrainte n’est violée est effectué. Lorsqu’une contrainte est devenue incohérente, la dernière
modification sur le réseau est mise en cause, elle est supprimée par un retour-arrière sur la variable qui
vient d’être affectée.

Après avoir réduit les domaines de toutes les variables du réseau de contraintes à des singletons, si
toutes les contraintes sont satisfaites alors une solution est trouvée. Cette solution correspond à l’instan-
ciation courante. Elle est représentée par l’ensemble des affectations effectuées sur le chemin de l’arbre
entre la racine et la feuille solution. Si l’arbre de recherche est entièrement exploré et qu’aucune solu-
tion n’a été trouvée, alors l’algorithme a démontré que le réseau de contraintes donné est incohérent. La
construction de l’arbre de recherche peut se faire suivant deux méthodes de branchement différentes. La
méthode de branchement binaire ou le branchement non binaire. Chaque nœud de l’arbre de recherche
correspond à une variable choisie par l’algorithme et chaque branche correspond à une étape de décision.
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2.2.1 Méthode de branchement binaire

Dans le cas de branchement binaire, l’étape de décision correspond à des assignations et des ré-
futations. Lors d’une itération, l’étape de sélection d’une variable est remplacée par la sélection d’une
paire variable-valeur (Vi, vj) où Vi est une variable encore non affectée et vj une valeur de son domaine
courant. Deux cas sont ainsi considérés pour le branchement, d’un côté la décision sera l’assignation
Vi = vj et de l’autre la réfutation Vi 6= vj . Remarquons que dans le cas où l’assignation est considérée,
la variable Vi est assignée est ne sera donc plus sélectionnée par l’algorithme pour apparaître dans une
décision de la branche courante.

À chaque décision, le réseau de contraintes initial N = (V ,D, C) est modifié par les assignations
ou réfutations de valeurs effectuées. Lorsque la décision est une assignation du type Vi = vj , alors le
domaine Di de la variable Vi est restreint au singleton Di = {vj}. Lors d’une réfutation du type Vi 6= vj ,
la valeur vj est supprimée du domaine Di de la variable Vi, noté Di = Di \ {vj}. À la suite de chaque
décision, un sous-réseau de contraintes peut être calculé. Le sous-réseau de contraintes obtenu sera au
moins aussi succinct que le réseau de contraintes initial. Nous verrons dans la suite de ce chapitre que la
modification du domaine des variables peut entraîner la simplification, voir la suppression, de certaines
contraintes du réseau initial. Le sous-réseau obtenu après la décision est noté N |Vi=vj ou N |Vi 6=vj selon
le cas.

L’algorithme 2 génère un arbre de recherche binaire. La fonction contrainteFalsifiee, ligne 1, retourne
vrai si au moins l’une des contraintes du réseau passé en paramètre n’est pas satisfiable et faux sinon. Si
au moins l’une des contraintes du réseau est falsifiée, alors ce sous-réseau est incohérent et faux. Sinon,
ligne 2, si toutes les variables sont assignées, alors le réseau de contraintes possède une solution et vrai
est retourné. Sinon, un nouveau couple variable-valeur est sélectionné ligne 3. Enfin, ligne 4 la valeur est
dans un premier temps assignée à la variable et l’algorithme est appelé récursivement avec le sous-réseau
de contraintes obtenu, puis il est fait de même avec la réfutation de cette valeur pour la variable Vi.

Algorithme 2 : solveurBinaire(N)

entrée : un réseau de contraintes N
sortie : vrai s’il existe une solution, faux sinon

1 si contrainteFalsifiee(N) alors return faux;
2 si ∀Vi ∈ V , |Di| = 1 alors return vrai;
3 choisir un couple (Vi, vj) telle que |Di| > 1 et vj ∈ Di;
4 return solveurBinaire(N |Vi=vj) ∨ solveurBinaire(N |Vi 6=vj) ;

Considérons un problème de coloriage comportant 10 variables ayant comme domaine les valeurs
{Rouge,Bleu, V ert}. La figure 2.1 illustre un arbre de recherche binaire partiel correspondant à ce
problème. Cet arbre est le résultat partiel d’un algorithme à branchement binaire comme l’algorithme
2. Chaque nœud représente le couple sélectionné par l’algorithme. Les branches de gauche de l’arbre
de recherche représentent les cas où la valeur est assignée à la variable et la branche de droite les cas
où la valeur est réfutée. Dans cet exemple, le couple (V1, Rouge) a été sélectionné et la valeur Rouge
a été assignée à la variable V1. Il en est de même avec le couple (V2, Bleu), l’algorithme assigne la
valeur Bleu à V2 et continue de construire récursivement le sous-arbre correspondant en choisissant un
nouveau couple (Vi, vj). Une fois le sous-arbre entièrement exploré, si il n’y a pas de solution la valeur
Bleu de V2 et le sous-arbre correspondant à la séquence d’affectation < (V1 = R), (V2 6= B) > est
exploré. Ainsi de suite pour l’ensemble des couples possibles jusqu’à trouver une solution si elle existe
ou démontrer l’incohérence du réseau en explorant entièrement l’arbre de recherche.
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(V1,R)

(V2,B) . . .

. . . (V6,R)

(V2,V ) (V7,J)

. . . . . . . . . (V7,R)

. . . . . .

V1=R
V1 6=R

V2=B
V2 6=B

V6=R V6 6=R

V2=V V2 6=V V7=J
VJ 6=J

V7=R VJ 6=R

FIGURE 2.1 – Arbre binaire de recherche partiel du problème de coloriage obtenu par un algorithme à
branchement binaire.

2.2.2 Méthode de branchement non-binaire (ou n-aire)

Dans le cas d’un branchement n-aire, l’étape de décision correspond à une assignation. Lors d’une
itération de l’algorithme de recherche, une variable qui est encore non assignée est sélectionnée. Nous
essayons alors d’assigner successivement l’ensemble des valeurs du domaine de la variable choisie. Ceci
correspond à un nœud de l’arbre de recherche. Chaque branche du nœud représente l’assignation de la
variable étiquetant ce nœud par une valeur de son domaine. Lorsqu’une assignation falsifie au moins
une contrainte du réseau, cette branche n’est pas explorée et une autre valeur est assignée à la variable.
Si toutes les valeurs de la variable falsifient au moins une contrainte, alors un retour arrière est effectué
et le dernier choix de valeur pour la variable précédente est remis en cause. L’algorithme procède ainsi
récursivement jusqu’à ce que soit toutes les variables soient assignées à une valeur, et dans ce cas une
solution est trouvée, soit l’ensemble de l’arbre a été exploré et conduit toujours à un échec. Dans ce
dernier cas, le réseau de contrainte est démontré incohérent.

Algorithme 3 : solveur-n-aire(N)

entrée : un réseau de contraintes N
sortie : vrai s’il existe une solution, faux sinon

1 si contrainteFalsifiee(N) alors return faux;
2 si ∀Vi ∈ V , |Di| = 1 alors return vrai;
3 choisir une variable Vi telle que |Di| > 1;
4 pour tous les vj ∈ Di faire
5 si solveur-n-aire(N |Vi=vj ) alors return vrai;

6 return faux ;
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L’algorithme 3 décrit un solveur utilisant un branchement n-aire. La fonction contrainteFalsifiee,
ligne 3, retourne vrai si au moins l’une des contraintes du réseau passé en paramètre n’est pas satisfiable
et faux sinon. Les deux premières lignes représentent les deux cas d’arrêt de la récursion. Soit l’une des
contraintes du réseau est falsifiée, alors cette branche conduit à des sous-réseaux incohérents, faux est
donc retourné. Soit toutes les variables du réseau de contraintes sont assignées, ligne 1, alors le réseau
possède au moins une solution et vrai est retourné. Ensuite commence l’étape de décision. Tout d’abord,
ligne 2 une variable encore non assignée est choisie, ce qui correspond à un nouveau nœud de l’arbre de
recherche. Puis, ligne 3, nous assignons successivement toutes les valeurs du domaine de la variable et
le réseau de contraintes est modifié pour prendre en compte cette décision. Ceci représente une nouvelle
branche de l’arbre de recherche. L’algorithme est appelé récursivement avec le sous-réseau de contraintes
correspondant, ligne 4. Si une solution est trouvée la recherche est stoppée et l’information est remontée
aux parents du nœud. En cas d’échec, l’assignation est remise en cause et une autre valeur appartenant
au domaine de la variable est assignée et ainsi de suite pour toutes les valeurs de son domaine. Enfin, si
après avoir assigné l’ensemble des valeurs possibles aucune solution n’a été trouvé, alors ce sous réseau
est démontré incohérent. La valeur faux est alors retournée afin de remettre en cause l’assignation
précédente.

La figure 2.2 représente un arbre de recherche partiel obtenu par une méthode de branchement n-aire.

V1

V2 V2 V2

. . . . . . V3

. . . . . . . . . . . .

. . .

V2

V1=R V1=V V1=B V1=J

FIGURE 2.2 – Arbre de recherche avec branchement n-aire.

Hwang et Mitchell, dans [HM05], ont montré que ces deux méthodes de branchements ne sont pas
équivalentes. La méthode de branchement binaire est plus efficace que la méthode non binaire principale-
ment pour démontrer l’incohérence d’un réseau de contraintes. Cette thèse se limitant à la compilation de
bases de connaissances décrites en réseaux de contraintes, nous nous sommes focalisés sur les schémas
de branchements n-aires. En effet, la compilation ne possède un intérêt que si les bases de connaissances
sont cohérentes.

Comme pour SAT, un aspect très important pour la recherche efficace de solution est le choix de
la variable à assigner. En effet, le choix de la variable sélectionnée est cruciale pour la taille de l’arbre
de recherche final obtenu. Une variable influant beaucoup sur le réseau permettra de considérablement
réduire l’espace de recherche si elle est sélectionnée tôt dans l’arbre plutôt que vers la fin de la recherche.
À la fois l’ordre des variables à sélectionner et l’ordre des valeurs à leur assigner sont importants pour une
recherche efficace de solution. Ce choix peut améliorer sensiblement l’efficacité de la recherche et joue
un rôle important en ce qui concerne la taille de l’arbre de recherche obtenu [BvR95, GMP+96, GFHT90,
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HE80]. Cependant, trouver la meilleure variable à sélectionner pour un réseau de contrainte donné est
aussi complexe que de trouver si ce réseau est cohérent [Lib00]. Afin d’aider les algorithmes à faire de
« bons » choix, différentes heuristiques ont été proposées afin de guider la recherche. À chaque étape de
décision, l’heuristique évalue la variable qui est considérée comme la meilleure ainsi que la meilleure
valeur potentielle à assigner à cette variable à cette étape de la recherche. Un solveur CSP possède donc
deux heuristiques de choix. Une première pour sélectionner la variable puis celle permettant de choisir
la valeur à assigner à cette variable. Choisir la valeur la plus appropriée peut se révéler être une tâche
complexe. Souvent le choix de la valeur est effectué de manière aléatoire ou en fonction d’un ordre
prédéfini lié aux entiers codant les valeurs du domaine.

Choix de variable

Il est possible de fixer statiquement à l’avance l’ordre selon lequel les variables seront choisies,
c’est-à-dire que cette ordre est défini avant le début de la recherche. Il est malheureusement difficile
de prévoir l’aspect de l’arbre de recherche que nous obtiendrons, une telle approche se révèle donc
peu efficace en pratique. Nous avons donc plus souvent recours à des heuristiques dynamiques. Ces
heuristiques exploitent les informations sur l’état courant ou passé de la recherche afin de sélectionner la
variable ayant le plus gros potentiel. La plupart de ces heuristiques s’appuient sur l’un des deux principes
suivants. Soit sur le principe first fail [HE80] qui cherche à prendre des décisions de sorte d’arriver le
plus vite possible vers un échec. Soit sur le principe promise [BPW03] qui tente d’assigner le maximum
de variables afin de trouver un modèle. Ces deux principes d’heuristiques sont décrit et comparés dans
[Wal06, BPW04]. Les heuristiques de choix de variables les plus connues sont :

— L’heuristique dom : cette heuristique ([HE80]) est la première heuristique dynamique ayant été
proposée. La taille du domaine courant de chaque variable est utilisé pour déterminer la prochaine
variable à sélectionner. Les variables sont ordonnées de façon croissante selon la taille courante
de leur domaine. Puis, une variable ayant le plus petit domaine est choisie pour être la prochaine
variable à assigner ;

— L’heuristique ddeg : cette heuristique ([DM89]) ordonne les variables de manière décroissante
en fonction de leur degré courant. Le degré d’une variable correspond au nombre de contraintes
la liant aux autres variables du problèmes à un instant donné de la recherche. Autrement dit, cette
heuristique sélectionne en priorité une variable connectée avec le plus grand nombre de variables
encore non assignées ;

— L’heuristique wdeg : cette heuristique ([BHLS04]) dirgige la recherche vers les parties difficiles
du problème en suivant le principe du first fail. Elle consiste à choisir les variables apparais-
sant le plus souvent dans les contraintes falsifiées. Elle va chercher à satisfaire en priorité les
contraintes qui conduisent le plus souvent à des conflits. Un compteur de conflits est associé à
chaque contrainte du problème. Celui-ci est initialisé à 1 au début de la recherche et est incré-
menté lorsque la contrainte qui lui est associée est falsifiée pendant la recherche. Grâce à ces
compteurs, il est possible de déterminer où sont les parties difficiles d’un réseau de contraintes et
de diriger la recherche vers cette partie. Pour ce faire, le degré pondéré des variables du problème
est calculé à partir de ces compteurs. Le degré pondéré d’une variable correspond à la somme
des compteurs de conflits des contraintes impliquant cette variable et au moins une autre variable
non assignée. Enfin, une variable ayant le plus grand degré pondéré est choisie ;

— Combinaison d’heuristiques : les trois heuristiques précédentes peuvent être combinées afin
d’obtenir de nouvelles heuristiques. Ces heuristiques sont montrées plus performantes en pra-
tique lorsqu’elles sont combinées que lorsqu’elles sont considérées séparément. L’heuristique
dom/ddeg ([SG97]), par exemple, est en moyenne plus efficace que les heuristiques dom ou ddeg
seules. Elle consiste à sélectionner en priorité une variable ayant le plus petit ratio taille du
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domaine courant sur degré courant. La combinaison d’heuristiques dom/wdeg apparaît comme
étant l’heuristique la plus performante par rapport aux autres combinaisons ([BHLS04, LBH04,
HO05]). Elle consiste à choisir en priorité une variable ayant le plus petit ratio taille du domaine
courant sur degré pondéré courant.

Dans le but de réduire l’espace de recherche à analyser, une idée est de diminuer le nombre d’affec-
tations possibles à effectuer. Pour cela, les domaines des variables sont réduits pendant la recherche. Il
est, en effet, possible de filtrer les domaines des variables, et donc d’en supprimer des valeurs, en tenant
compte des propriétés des contraintes. Chaque nœud de l’arbre de recherche peut être associé à un sous-
réseau de contraintes où un processus de filtrage a été réalisé sur l’ensemble du réseau de contraintes.

2.2.3 Le filtrage

Un propagateur assurant une forme de cohérence locale est un ingrédient incontournable d’un solveur
pour les réseaux de contraintes. La propagation est en effet une étape effectuée avant même de débuter
la recherche de solution et que nous continuons de faire pendant la recherche de solution. Cette étape est
aussi appelée filtrage. Le but du filtrage est d’éliminer tout élément dont nous sommes assurés qu’ils ne
peuvent figurer dans une solution du réseau de contrainte. Les propagateurs consistent à supprimer les
valeurs des domaines pour qui, si ces valeurs sont assignées aux variables, une contradiction survient.
On appelle cela une incohérence locale.

Le filtrage permet de supprimer les valeurs inutiles des domaines et donc de réduire la taille de l’es-
pace de recherche à explorer lorsque le solveur cherche une solution. Le but du filtrage est de supprimer
les valeurs qui ne peuvent pas faire partie d’une solution au problème. Dans cette thèse, nous nous restrei-
gnons aux notions de cohérence qui enlèvent uniquement des valeurs dans les domaines des variables.
Les algorithmes de filtrage étant essentiels pour obtenir un bon solveur, ceux-ci ont été très étudiés par la
communauté. Parmi les formes de cohérence locale, nous pouvons mentionner les trois plus populaires
et les plus étudiés : la cohérence d’arcs (AC) et l’ensemble de ses dérivés, la cohérence de chemins, la
k-cohérence. Pour de plus amples informations le lecteur peut se référer à [Bes06]. Nous définissons
formellement la notion de cohérence locale de la manière suivante :

Définition 30 (Cohérence locale) Soit C = (S,R) une contrainte, et Vi ∈ S. Une valeur dj ∈ Di est
cohérence avec C si et seulement s’il existe un tuple T sur les variables de la portée S de la contrainte,
tel que dj = T (Vi) et que T satisfait la contrainte. Les valeurs des autres variables du tuple forment le
support de dj pour la contrainte C.

Les méthodes de filtrage consistent à vérifier si l’instanciation courante est cohérente localement.
Pour ce faire, les valeurs du domaine d’une variable qui ne peuvent pas satisfaire une contrainte sont
supprimées.

Cohérence de nœud Ce filtrage est la forme de cohérence la plus simple puisqu’elle prend en compte
les variables séparément. Elle ne concerne que les contraintes unaires. Elle consiste à vérifier que toutes
les valeurs des variables de la portée des contraintes unaires sont cohérentes. Si l’une des valeurs falsifie
une contrainte unaire, elle est supprimée du domaine de la variable.

Exemple 25 Soient V1 une variable de domaine D1 = {1, 2, 3, 4} et la contrainte unaire C1 = (V1 >
1). Après filtrage par cohérence de nœud le domaine de V1 est réduit à D1 = {2, 3, 4}.

Une fois cette forme de filtrage appliquée au réseau de contraintes, le réseau de contraintes est dit 1-
cohérent. Lorsque les domaines ont été filtrés, les contraintes unaires peuvent être supprimées du réseau.
En effet, cette méthode supprimant toutes les valeurs pouvant rendre incohérentes les contraintes unaires,
par la suite ces contraintes seront toujours satisfaites.
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Forward Checking Le Forward Checking (FC) est un algorithme de cohérence faible. Cette méthode
de filtrage fut dans un premier temps proposée pour les réseaux de contraintes binaires par [HE80], puis
étendue au cas des réseaux d’arité supérieure par [BMFL99]. Lorsqu’un domaine Di d’une variable Vi

du réseau de contrainte est un singleton vij , le Forward Cheking supprime toutes les valeurs du domaine
des variables apparaissant dans une même contrainte C = (S,R) que Vi, qui contredisent la relation R
de C. Aucune opération n’est faite quand le domaine n’est pas un singleton.

Exemple 26 Soit le réseau de contraintes C avec trois variables V1, V2 et V3 ayant respectivement
pour domaines {2}, {2, 3} et {1, 2, 3, 4}, et les trois contraintes C1 = V1 6= V2, C2 = V1 6= V3 et
C3 = V2 6= V3. Dans un premier temps, V1 étant le seul domaine singleton, FC va sélectionner la
contrainte C1 et va supprimer la valeur 2 du domaine de V2. FC va ensuite sélectionner la contrainte C2

et supprimer la valeur 2 du domaine de V3. Enfin, V2 étant devenu un singleton, l’opérationest effectuée
à nouveau avec C1 et C3 et 3 est supprimé du domaine de C3. Après le Forward Checking nous avons
donc respectivement pour chaque variables V1, V2 et V3 les domaines {2}, {3} et {1, 4}

Cohérence aux Bornes La cohérence aux bornes (BC) consiste à ne chercher la cohérence locale
uniquement sur les bornes du domaine des variables. Une contrainte C = (S,R) est cohérente aux
bornes si et seulement si ∀Vi ∈ S,Di 6= ∅ et les valeurs min(Di) et max(Di) sont cohérentes avec C.

Exemple 27 Étant donné le réseau de contraintes C de l’exemple précédent, BC(C) va supprimer la
valeur 2 du domaine de V2 par la contrainte C1. Enfin, les contraintes C2 et C3 sont cohérentes pour
chaque valeur aux bornes du domaine des variables. Après le filtrage par cohérence aux bornes nous
avons donc respectivement pour chaque variables V1, V2 et V3 les domaines {2}, {3} et {1, 2, 3, 4}

Arc cohérence L’arc cohérence (AC) est une méthode de filtrage plus complète que celles citées pré-
cédemment mais aussi plus coûteuse. Elle est la méthode de cohérence locale la plus étudiée. Cette
méthode de filtrage fut d’abord introduite dans le cas des réseaux de contraintes binaire par [Mac77] et
étendue ensuite aux réseaux de contraintes n-aires. Nous définissons l’arc cohérence dans le cas général,
c’est-à-dire pour un réseau de contraintes quelconque. Dans ce cas, l’arc cohérence est souvent dite arc
cohérence généralisée (GAC). Le principe de ce filtrage est de garantir que chaque valeur du domaine
d’une variable est cohérente avec les contraintes du réseau. Il n’est, en effet, pas toujours possible de
trouver un support pour l’ensemble des valeurs du domaine d’une variable. Une contrainte C = (S,R)
est arc cohérent si et seulement si pour toute variable Vi ∈ S, Di 6= ∅ et ∀dj ∈ Di, dj est cohérente
pour R. Si toutes les valeurs du domaine Di de la variable Vi sont arc cohérentes (généralisées) avec C,
alors Vi est arc cohérente (généralisée) pour C. Un réseau de contraintes N = (V ,D, C) est arc cohérent
généralisé si et seulement si ∀Vi ∈ V et ∀Ci ∈ C, Vi est arc cohérent généralisé pour Ci.

Exemple 28 Étant donné le réseau de contraintes C de l’exemple précédant, AC(C) va supprimer la
valeur 2 du domaine de V2 par la contrainte C1, la valeur 2 de V3 par la contrainte C2 et la valeur 2 de
V3 par la contrainte C3. Après l’arc cohérence, nous avons donc respectivement pour chaque variables,
V1, V2 et V3 les domaines {2}, {3} et {1, 4}.

L’arc cohérence est souvent la méthode de filtrage implantée dans les solveurs CSP. Le fait de main-
tenir l’arc cohérence tout au long de la recherche a été proposé dans [SF94] et cette méthode est appelée
MAC (Maintening Arc Consistency).

D’autres mécanismes de filtrages ont été proposés, certains beaucoup plus puissants que l’arc cohé-
rence. Cependant, la plupart de ces techniques possède une complexité spatiale et temporelle trop élevée
pour être calculées à chaque étape de la recherche. Nous pouvons par exemple citer l’arc cohérence
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singleton (SAC) [DB97], la cohérence de chemins [Mon74] et la (i-j) cohérence [Fre85]. Le lecteur
intéressé par ces méthodes de filtrages peut se référer à [Bes06]. Ces algorithmes de filtrages ont per-
mis une forte amélioration des performances des solveurs. Ceux-ci s’appliquent de manière générale sur
l’ensemble des contraintes du réseau.

2.3 Compteurs de modèles

Dans cette section, nous présentons le comptage de modèles et les différentes façons de l’abor-
der. Nous discutons des principaux algorithmes permettant de compter de le nombre exact de mo-
dèles d’une formule CNF. Ces algorithmes sont principalement basés sur la trace de solvers DPLL
[SBB+04b, Thu06]. Pour plus d’informations sur le sujet, le lecteur pourra se référer à [GSS09].

Le problème du comptage de modèles, aussi appelé #SAT, consiste à déterminer le nombre de mo-
dèles d’une formule propositionnelle quelconque. Autrement dis, de calculer le nombre d’interprétations
distinctes qui évaluent la formule à vrai. Ce problème est le problème #P-complet de référence. Il revient
à compter le nombre de solutions possibles d’une formule.

Définition 31 (Classe #P) La classe de complexité #P représente les problèmes qui comptent le nombre
de solutions d’un problème de décision qui est dans la classe NP.

Clairement, un problème dans la classe #P-complet est au moins aussi difficile qu’un problème
dans la classe NP-complet. En effet, puisque si nous connaissons le nombre de solutions d’une instance
donnée, nous sommes en mesure de savoir s’il en existe au moins une. Plus précisément, le théorème de

Toda [Tod89] permet de définir qu’un algorithme en temps polynomial disposant d’un oracle de la classe
#P peut résoudre n’importe quel problème de la hiérarchie polynomiale PH, autrement dit PH ⊆ P#P.
Plus précisément, cet algorithme n’a besoin que d’un appel à cet oracle #P pour résoudre un problème
de la hiérarchie polynomiale.

Le comptage de modèles est un problème très intéressant car il apparaît dans beaucoup d’appli-
cations, telles la planification et la configuration. Cependant, le théorème de Toda donne une bonne
indication quand à la difficulté des problèmes #P-complets.

2.3.1 Le comptage exact de modèles

Le problème du comptage de modèles peut être résolu en pratique en étendant l’un des algorithmes
les plus populaire pour SAT, l’algorithme DPLL. Ces algorithmes étant étudiés pour le problème SAT,
nous avons pour habitude de calculer les modèles de formules CNF. C’est un algorithme de recherche
systématique qui recherche dans l’espace des interprétations jusqu’à trouver un modèle à la formule ou
montrer qu’il n’existe pas de modèle pour cette formule. En particulier, étant donnée une formule CNF
Σ, l’algorithme DPLL choisit une variable xi de Σ et est appelé récursivement en considèrent la formule
Σ′ = Σ | xi, puis Σ′ = Σ | ¬xi. Enfin, il décide si la formule est cohérente ou non lorsque Σ′ |= ⊤
ou que Σ′ |= ⊥. Cette approche peut facilement être étendue pour calculer le nombre exact de modèles
d’une formule CNF. Il suffit de ne pas arrêter la recherche au premier modèle trouvé. En continuant la
recherche ainsi, on cherche l’ensemble des autres modèles de la formule. Il suffit d’augmenter la valeur
d’un compteur à chaque feuille⊤ rencontrée dans l’arbre de recherche pour obtenir le nombre de modèles
de la formule CNF. Ceci nous donne un algorithme naïf pour compter le nombre exact de modèles d’une
formule.

La figure 2.3 représente un arbre de recherche complet pour la formule CNF Σ = (¬x1 ∨ ¬x2) ∧
(x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3) portant sur les trois variables {x1, x2, x3}. Cet arbre de recherche
montre l’ensemble des chemins parcourus lors de la recherche exhaustive par l’algorithme DPLL sur la
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x1

x2 x2

⊥ ⊤ x3 x3

⊥ ⊤ ⊤ ⊥

Σ|x1 Σ|¬x1

Σ|x2 Σ|¬x2 Σ|x2 Σ|¬x2

Σ|x3 Σ|¬x3 Σ|x3 Σ|¬x3

FIGURE 2.3 – Arbre de recherche DPLL

formule Σ. Le chemin entre la racine et un nœud représente une interprétation (partielle) des variables de
Σ. Chaque feuille représente le résultat de la recherche lorsque l’interprétation représentée par le chemin
entre la racine et la feuille est appliquée à la formule booléenne. Quand la feuille est étiquetée par ⊥,
l’interprétation partielle n’est pas un modèle de la formule, et est un modèle quand elle est étiquetée
par ⊤. Le nombre de modèles d’une feuille ⊤ est de 2n−t où n est le nombre de variables de Σ et t le
nombre de variables assignées dans l’interprétation partielle calculée. Le nombre de modèles de la CNF
Σ correspond donc à la somme des nombres obtenus à chaque feuille ⊤, c’est-à-dire 4 modèles. Nous
appelons cet arbre la trace de la recherche exhaustive effectuée par l’algorithme DPLL.

La trace de la méthode DPLL peut être interprétée comme une formule propositionnelle NNF qui
satisfait le déterminisme et la décomposabilité [Dar04]. En effet, la trace obtenue lors de la recherche
correspond au langage des DT (cf. chapitre 3). De plus, lorsque nous ajoutons à la méthode DPLL la
reconnaissance de composantes connexes pendant de la recherche, la trace correspond au langage EDT.

L’algorithme DPLL étant conçu pour la recherche d’une solution, et non de l’ensemble des solutions,
il ne peut pas être utilisé tel quel. Par exemple l’heuristique de choix de variable d’un algorithme DPLL
va chercher à obtenir le plus rapidement possible un modèle, tandis qu’un compteur de modèle doit
parcourir tout l’arbre de recherche. Ceci réduit fortement l’efficacité du solver. Plusieurs méthodes ont été
développées afin d’améliorer cet algorithme. Les principales techniques utilisées par les algorithmes pour
compter le nombre de modèles de Σ résident dans la conservation de la trace du DPLL, la décomposition
de la formule pendant la recherche DPLL et enfin, la technique de caching.

L’analyse de composantes connexes

Elle permet de découper la formule en plusieurs sous-formules, sur lesquelles l’algorithme travaille
séparément. Cela permet de réduire fortement l’espace de recherche et par conséquent le temps de re-
cherche, puisque la recherche est effectuée sur une sous-formule avec un plus petit nombre de variables.
De plus, l’approche peut être lancée en parallèle sur chaque sous-formule, ce qui permet un gain de
temps non négligeable. La recherche de composantes connexes se fait depuis le graphe de contraintes
de la formule CNF. Soit G la graphe de contraintes d’une formule CNF F . Les sommets de G sont les
variables de F et une arrête entre deux sommets signifie que les deux variables correspondantes appa-
raissent dans une même clause de F . Pour découper la formule F en sous-formules indépendantes, il
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suffit de calculer les composantes connexes G1, . . . ,Gn du graphe G. Autrement dit, G est découpé en
plusieurs sous-graphes tel que pour chaque sommet d’une composante connexe Gi il n’existe pas d’arête
entre ce sommet et une autre composante connexe Gj avec i 6= j. De cette manière nous découpons F
en plusieurs sous-formules F1, . . . ,Fn, de telle sorte qu’un couple de variables de deux composantes
connexes différentes n’apparaissent pas dans une même clause. Chaque sous-formule Fi ne contient que
les clauses contenant les variables apparaissant dans les sommets de la composante connexe correspon-
dante Gi. Comme les composantes connexes sont disjointes, une clause n’apparaît que dans une seule
sous-formule. Ainsi, nous pouvons calculer séparément le nombre de modèles de chaque sous-formules
Fi. Le nombre de modèles de la formule initiale F peut lui être calculé facilement en multipliant le
nombre de modèles obtenu pour chaque sous-formules. Autrement dit, le nombre de modèles de la for-
mule est #F = #F1 × · · · × #Fn Avec l’approche DPLL, après chaque affectation d’une variable,
des simplifications peuvent être effectuées. En effet, chaque clause satisfaite par les variables affectées
peuvent être supprimées de la formule, ce qui simplifie de le graphe de contrainte. La recherche de
composantes connexes peut donc être effectuée à chaque nœud du parcours de l’espace de recherche.

Le caching

Il permet d’éviter de recalculer la trace d’une recherche lorsque nous tombons sur une formule équi-
valente à une formule déjà calculée pendant la recherche. En effet, pendant l’exploration de l’espace de
recherche, il est possible qu’à la suite des affectations et simplifications de la formule, nous tombions sur
une sous-formule que nous avons déjà explorée précédemment dans l’arbre de recherche partiel. Lors-
qu’une telle formule est trouvée, plutôt que tout recalculer, il est clairement plus efficace que la trace
calculée précédemment soit simplement copiée sur le nœud courant. De cette manière, le travail est donc
directement terminé pour cette partie de l’espace de recherche et nous pouvons donc passer directement
à la suite. Ceci permet donc de gagner du temps sur la recherche exhaustive des solutions, ainsi que de
l’espace pour ce qui est de la taille de la formule compilée puisqu’il suffit de faire une référence à une
même branche.

Il existe plusieurs algorithmes de comptage de modèles basés sur ces méthodes. Les approches prin-
cipales faisant état de l’art dans le comptage de modèles direct sont Cachet [SBB+04b] et sharpSAT
[Thu06]. Les compteurs de modèles exacts sont très efficaces et ce même pour les problèmes avec
un grand nombre de solutions. Cependant ils dépendent fortement de la répartitions des solutions dans
l’arbre de recherche. En effet, il est évident qu’ils sont très efficaces lorsque les solutions sont concentrées
dans un même endroit de cet espace. Lorsqu’elles sont éparpillées de manière plus éparse les compteurs
directs sont beaucoup moins performants. Ceci est souvent le cas pour la plupart des instances de pro-
blèmes réels. Afin de répondre rapidement aux requêtes, dans certains cas il est possible pour certains
problèmes qu’une estimation correcte du nombre de modèles soit suffisante.

2.3.2 Le comptage approché de modèles

Afin de gagner du temps, ou de répondre dans un temps imparti, il est aussi possible d’obtenir une
estimation du nombre de modèles d’une formule propositionnelle. Il est parfois inutile pour certaines ap-
plications de connaître le nombre exact de modèles. Certaines applications n’ont pas besoin de distinguer
qu’une formule possède 1051 ou 1051+9 modèles. Une estimation grossière est suffisante pour résoudre
ces problèmes. Dans ce cas, une approche qui fournie une estimation correcte, dans un temps respec-
table, et suffisamment fiable pour l’utilisateur est préférée. Lors d’une estimation deux informations sont
à considérer : la qualité de l’estimation et la confiance en l’estimation. La qualité de l’estimation re-
présente sa capacité à se rapprocher le plus possible du nombre de modèles exact de la formule. La
confiance en l’estimation indique le pourcentage de confiance que nous pouvons avoir en cette estima-
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tion. Elle peut être représentée sous plusieurs formes. Elle peut être représenté par une garantie sous
forme de probabilité ou sur un intervalle ǫ, indiquant que l’estimation est correcte en tant que borne su-
périeure ou inférieure. Un compteur de modèle exact est donc d’une qualité et d’une confiance de 100%.
L’idée des compteurs approchés est de jouer sur ces deux paramètres afin de réduire le temps de comp-
tage, de manière à rester le plus précis possible. Il existe principalement deux méthodes, les estimations
sans garanties et les estimations offrant des bornes supérieure et inférieure avec une certaines garantie du
nombre de modèles. Ces méthodes sont :

— Les estimations sans garantie : ce sont des approches rapides et qui résistent assez bien à la
montée en charge de la taille des problèmes. Cependant elles ne fournissent aucune garantie sur
la confiance en l’estimation. Les principales approches de ce types sont basées sur l’échantillon-
nage. L’idée est que si nous sommes capable de partitionner une formule de façon quasi uniforme
depuis l’ensemble de ses solutions, nous pouvons alors calculer une bonne estimation du nombre
de modèles de la formule [WES04, WS05]. Par exemple, ApproxCount [WS05] s’appuie sur des
méthodes de recherche locale et de calcul d’échantillons via une méthode de type Monte-Carlo
pour calculer une approximation du nombre de modèles ;

— Les estimations bornées avec garanties : ce sont des approches rapides qui fournissent une ga-
rantie sur la borne (supérieure ou inférieure) donnée. Une approche simple et efficace d’obtenir
une borne inférieure du nombre de modèles est d’exécuter une approche de comptage basé sur
DPLL pendant un temps donné. Le comptage de modèles étant calculé de façon incrémentale,
si l’algorithme dépasse le temps escompté il peut toujours donner une borne inférieure correcte
du nombre de modèles de la formule propositionnelle. Cette borne correspondant au nombre de
modèles associés à l’arbre de recherche partiel que l’approche a pu explorer pendant le temps
imparti. Cette méthode peut aussi être utilisée pour définir une borne supérieure. En effet, il
suffit de retourner 2n − T , avec n le nombre de variables de la formule propositionnelle et T
le nombre de contre modèles calculés dans l’espace de recherche exploré. Cependant, cette ap-
proche est en général peut convaincante en pratique car le nombre de modèles des formules est
souvent beaucoup plus petit que la taille de l’espace de recherche. Cette approche mène donc à
des bornes supérieures très grande, ce qui n’apporte que trop peu d’informations sur la formule
propositionnelle.

Beaucoup d’autres approches ont été étudiées pour estimer de bonnes bornes du nombre de modèles.
L’approche SampleCount [GHSS07] se base sur une estimation par échantillonnage comme Approx-
Count. Il est montré qu’en modifiant la stratégie d’échantillonnage il est possible de garantir une grande
confiance, donné sous forme de probabilité, sur l’estimation calculée sans aucune nécessité sur l’unifor-
mité de l’échantillonnage. Cette approche ne donne qu’une borne inférieure du nombre de modèle de
la formule. L’avantage de cette approche est que la qualité de l’uniformité de l’échantillonnage ne va
affecter que la qualité de l’estimation de la borne inférieure et non sa confiance.

2.3.3 Le comptage de modèles via compilation de connaissances

Une autre approche pour le comptage exact de modèles est de compiler la formule CNF vers un autre
langage permettant de compter plus facilement le nombre de modèles via la formule obtenue. L’idée
principale de la compilation de connaissances est de passer beaucoup de temps sur la partie difficile,
qui est la traduction de la formule écrite dans un langage vers un autre langage, et de compenser ce
temps grâce à l’exécution de nombreuses requêtes qui seront beaucoup plus simples à résoudre avec une
formule dans ce nouveau langage.

Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, plusieurs langages permettent de compter le nombre
de modèles d’une formule en temps polynomial. Cependant, l’un d’entre eux est utilisé en pratique
par quelques compilateurs, il s’agit des deterministic Decomposable Negation Normal Form (d-DNNF).
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Deux principaux compilateurs ont été développés pour compiler une formule CNF vers les d-DNNF,
c2d [Dar04] et Dsharp [MMBH12]. Ils sont basés sur la trace d’un solver DPLL et se sont montrés
performants pour différentes familles d’instances. Ils sont même parfois plus efficaces que les compteurs
exacts directs tels que Cachet, et ceux parfois même dès la première requête posée. Cette approche
est clairement plus efficace pour les applications faisant plusieurs fois appel au comptage de modèles
puisque l’approche compilée ne calcule la partie difficile qu’une seule fois, tandis que les compteurs
directs recalculent l’ensemble du problème à chaque requête.
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Dans ce chapitre, nous présentons le cadre dans lequel la contribution de la thèse s’inscrit, à savoir
la compilation de connaissances. Nous commençons par présenter le principe et l’objectif de la compila-
tion de connaissances. Nous nous focalisons ensuite sur les critères à prendre en compte pour comparer
les différents langages cibles possibles pour la compilation et dresser ainsi une carte de compilation
pour les formules propositionnelles. Il s’agit d’une part de l’efficacité temporelle du langage, c’est-à-
dire l’existence ou la non-existence (prouvée ou vraisemblable sous les hypothèses usuelles de la théorie
de la complexité) d’algorithmes en temps polynomial pour réaliser différents traitements. Il s’agit plus
précisément de répondre à telle ou telle requête et effectuer telle ou telle transformation sur des repré-
sentations issue du langage cible considéré. Il s’agit aussi de l’efficacité spatiale (relative) du langage,
c’est-à-dire la possibilité et/ou l’impossibilité (là encore, prouvée ou vraisemblable sous les hypothèses
usuelles de la théorie de la complexité) de traduire les représentations d’un langage en représentations
d’un autre en espace polynomial. Nous rappelons ensuite les définitions de plusieurs langages cibles in-
troduits jusqu’ici, en particulier ceux de la famille d-DNNF mais aussi les formules affines AFF et les
disjonctions de formules affines AFF[∨] et précisons leur efficacité temporelle et spatiale telle qu’elles
ont été identifiées dans la carte de compilation pour les formules propositionnelles.

En intelligence artificielle, l’approche à base de connaissances est basée sur l’idée qu’un agent enre-
gistre ce qu’il connait dans une base de connaissances, de façon déclarative. Cette base de connaissances
est souvent représentée dans un formalisme logique. L’intérêt d’utiliser une telle représentation décla-
rative est que l’information stockée existe indépendamment des traitements pouvant être mis en œuvre
pour l’exploiter. Parmi eux figure la requête d’interrogation, qui consiste à déterminer si une information
donnée est conséquence ou non de la base de connaissances. Celle-ci peut être calculatoirement difficile,
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c’est le cas en particulier quand la base de connaissances prend la forme d’une formule propositionnelle
ou d’un réseau de contraintes (le problème d’interrogation est coNP-complet dans cette situation).

Pour pallier cette complexité de calcul, la compilation de connaissances est une approche possible.
Elle consiste à traduire la base de connaissances dans un autre formalisme afin de répondre plus effi-
cacement à différents traitements, par exemple à plusieurs requêtes d’interrogation. Ainsi, en logique
propositionnelle, si la base de connaissances considérée est décrite par l’ensemble de ses solutions, il est
alors facile de déterminer si une requête donnée (sous forme d’une formule construite sur les mêmes va-
riables que la base) en constitue une conséquence logique. L’ensemble des représentations des formules
propositionnelles par leurs ensembles de solutions (ou modèles) est un langage cible (fort peu compact)
pour la compilation, que l’on note MODS.

L’apport de la compilation du point de vue computationnel vient du fait que les différents traitements
à réaliser sur les connaissances portent souvent sur deux parties distinctes : une partie « fixe » (ou
du moins qui n’évolue pas vite), par exemple, la base de connaissances et une partie « variable », par
exemple les requêtes d’interrogation à prendre en compte. L’idée est simplement de pré-traiter (compiler)
la partie « fixe » une bonne fois pour toutes, pour ensuite, quand la partie « variable » est connue,
réaliser plus efficacement le traitement voulu. La phase de compilation est appelée la phase off-line, elle
est effectuée une seule fois et doit préserver les informations utiles à la résolution du problème traité (par
exemple, l’ensemble des solutions). Puis les traitements sont effectivement réalisés, en utilisant la forme
compilée de la base de connaissances en lieu et place de la base originale. Cette phase est appelée la
phase on-line (ou phase de requêtes).

Le principe de la compilation de connaissances est de consacrer un effort calculatoire éventuellement
important pendant la phase off-line si cet effort peut être compensé, c’est-à-dire s’il est possible d’amortir
le temps passé durant cette phase en permettant de réaliser beaucoup plus vite les traitements (parfois
nombreux) à réaliser lors de la phase on-line. La phase on-line est ainsi rendue plus simple du point de
vue du calcul grâce à la traduction réalisée lors de la phase off-line.

Exemple 29 Soit la formule propositionnelle sous forme CNF Σ = (¬x1 ∨ ¬x2) ∧ (x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3) ∧
(x1 ∨ x2 ∨ x3). Sous cette forme, il est en général difficile de déterminer si une formule possède un
modèle (c’est le problème SAT) ou d’en compter le nombre de modèles (c’est le problème #SAT). Nous
représentons maintenant Σ sous la forme de l’ensemble de ses modèles :

x1 x2 x3
1 0 0

1 0 1

0 1 0

0 0 1

Dans ce tableau (que l’on peut voir comme une représentation de Σ dans le langage MODS, un 1 indique
que la valeur de vérité de la variable est à vrai, un 0 qu’elle est à faux. Sous cette forme, nous pouvons
facilement conclure que Σ est cohérente. Le nombre de modèles de Σ est aussi facilement calculable
puisqu’il suffit de compter le nombre de lignes du tableau représentant Σ.

Plus formellement, la compilation de connaissances porte sur des traitements f à réaliser (f est une
certaine fonction), pour lesquels chaque entrée possible prend la forme d’un couple (Σ, αi) :

— Σ est la partie fixe de l’instance (typiquement, commune à plusieurs parties variables) ;
— αi est la partie variable de l’instance.
Par exemple, si f modélise la requête d’interrogation d’une base de connaissances, alors Σ représente

la base de connaissances et chaque αi est une requête à traiter.
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La figure 3.1a schématise l’évaluation directe de f sur l’entrée (Σ, αi). f(Σ, αi) est le résultat du
traitement. La figure 3.1b schématise l’évaluation de f sur l’entrée (Σ, αi) après compilation de Σ. La
partie fixe Σ est d’abord traduite en une forme compilée comp(Σ) et l’évaluation de f est réalisée sur
l’entrée (comp(Σ), αi). Les résultats retournés par f(Σ, αi) et f(comp(Σ), αi) sont les mêmes quand
Σ et comp(Σ) sont équivalents.

Pour que l’approche par compilation conduise à des bénéfices calculatoires au niveau des instances
traitées, il faut que le temps mis pour évaluer l’ensemble des f(comp(Σ), αi) quand αi varie soit au
final plus petit que le temps mis pour évaluer l’ensemble des f(Σ, αi) quand αi varie. En pratique, cela
pourra être le cas quand le calcul de f(Σ, αi) est NP-difficile quand Σ n’est pas sous forme compilée
alors que le calcul de f(comp(Σ), αi) peut être réalisé en temps polynomial. Toutefois, le fait de faire
baisser la complexité de l’évaluation de f lors de la phase en ligne quand on a compilé Σ ne suffit pas
à garantir que l’approche par compilation a de l’intérêt au niveau du problème considéré (i.e., pour ce
qui concerne le calcul de f en toute généralité, sans préciser les instances considérées). En effet, la com-
plexité d’un algorithme s’exprime en toute généralité comme une fonction de la taille de son entrée. Si
le meilleur algorithme connu pour calculer f selon l’approche directe (donc sans compilation) a une
complexité temporelle en Ω(2n) et que le meilleur algorithme connu pour calculer f selon l’approche
par compilation a une complexité temporelle en O(n), on ne peut pas forcément conclure à l’intérêt de
cette dernière approche. Ainsi, si la taille |comp(Σ)| de la forme compilée de comp(Σ) est exponentielle
en la taille de Σ, le temps mis en pratique pour calculer f(comp(Σ), αi) (avec un algorithme en temps
linéaire) peut très bien excéder celui mis pour calculer f(Σ, αi) (avec un algorithme pourtant en temps
exponentiel). Pour cette raison, compiler une base de connaissances donnée par une formule proposi-
tionnelle vers le langage cible MODS pour pouvoir l’interroger plus efficacement n’est, en général, pas
une bonne idée (le nombre de modèles d’une formule propositionnelle étant souvent exponentiel dans la
taille de sa représentation dans des langages usuels, comme le langage CNF).

En théorie, beaucoup de traitements intéressants mais calculatoirement difficiles f ne sont pas com-
pilables dans P, i.e., on ne connait pas de fonction de compilation comp qui garantirait d’une part que
|comp(Σ)| soit toujours polynomiale dans |Σ| pour toute entrée Σ possible et d’autre part pour lesquels
l’évaluation de f pourrait être réalisée en temps polynomial à partir de la forme compilée alors qu’elle
est NP-difficile sinon. Pour divers f (comme l’interrogation, même quand les requêtes d’interrogation se
limitent à des formules « simples » comme des clauses), on peut même montrer que de telles fonctions
comp ne peuvent pas exister sauf si NP ⊆ P/poly (une hypothèse jugée peu vraisemblable en théorie de
la complexité) [CD98, CDLS02]. Cela n’enlève toutefois rien à l’apport que la compilation peut fournir
en pratique : ainsi, même lorsqu’il ne peut être assuré que |comp(Σ)| soit toujours polynomiale dans |Σ|,
si pour Σ donné, |comp(Σ)| reste « relativement petit », le temps mis à compiler Σ pourra être com-
pensé. En outre, on pourra souvent majorer finement le temps nécessaire pour calculer f(comp(Σ), αi)
(et assurer ainsi des garanties de temps de réponse s’il est réduit) alors que le temps nécessaire pour
calculer f(Σ, αi) sera très élevé dans le pire des cas. Pour poursuivre l’exemple ci-dessus, si le nombre
de modèles de Σ est réduit, compiler Σ dans le langage MODS pour pouvoir interroger Σ plus efficace-
ment a parfaitement du sens : le temps nécessaire pour répondre à une requête d’interrogation est linéaire
dans la taille de sa représentation en MODS et la taille de la requête alors qu’aucun algorithme en temps
polynomial n’existe pour cela si Σ est représentée dans le langage CNF (et qu’il n’en existe pas, sauf si P

= NP). De telles garanties de temps de réponse sont attendues dans diverses applications, en particulier
quand il s’agit de fournir des réponses aux sollicitations d’un utilisateur qui interagit à distance avec un
système informatique, par exemple via le Web.
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Σ

αi

f(Σ, αi)

(a) Approche directe

Σ comp(Σ)

αi

f(comp(Σ), αi)

(b) Approche compilée

3.1 Propriétés des langages cibles pour la compilation de formules propo-
sitionnelles

Dans cette section, nous présentons les critères qui ont été proposés pour évaluer les langages cibles
pour la compilation de formules propositionnelles et, sur cette base, de choisir un « bon » langage cible
selon l’application traitée. Il s’agit d’une part de critères portant sur l’efficacité temporelle du langage
cible considéré L, c’est-à-dire l’existence ou la non-existence (prouvée ou vraisemblable sous les hypo-
thèses usuelles de la théorie de la complexité) d’algorithmes en temps polynomial pour réaliser différents
traitements. Ces traitements sont classés en requêtes - les traitements qui extraient de l’information de
la forme compilée, par exemple son nombre de solutions - et en transformations - les traitements qui
permettent de produire ou de modifier une représentation sous forme compilée. Chaque traitement est
également vu comme une propriété que le langage L vérifie ou ne vérifie pas : la propriété considérée
est vérifiée par L quand un algorithme en temps polynomial pour réaliser le traitement peut être mis en
évidence et la propriété n’est pas vérifiée sinon. Il s’agit aussi de l’efficacité spatiale (relative) du lan-
gage L par rapport à d’autres langages cibles possibles L′, c’est-à-dire la possibilité et/ou l’impossibilité
(avérée ou vraisemblable sous les hypothèses usuelles de la théorie de la complexité) de traduire les
représentations de L en représentations de L′ équivalentes et de tailles polynomiales, et vice-versa.

La carte de compilation initiée dans [DM02] (puis complétée et étendue dans d’autres articles),
consiste en l’évaluation (multi-critère, selon les critères évoqués ci-dessus et décrits ci-après) d’un en-
semble de langages cibles possibles. Cette carte constitue un support méthodologique pour choisir un
langage cible. Lorsque l’application visée requiert la réalisation d’un ensemble de requêtes et de trans-
formations données et qu’il s’agit d’améliorer l’efficacité (en temps) de la mise en œuvre de celles-ci
via un pré-traitement, une politique de choix possible consiste à retenir en priorité un langage cible qui
offre toutes (ou un ensemble maximal) des propriétés correspondantes et parmi eux, préférer l’un des
plus efficaces spatialement.

3.1.1 Efficacité temporelle

Requêtes

Dans cette section, nous présentons les huit requêtes de base considérées dans la carte de compilation
[DM02], à savoir le test de cohérence, le test de validité, le test d’implication, le test d’impliquant, le test
d’équivalence, le test d’implication générale, le test de comptage du nombre de modèles et l’énumération
des modèles d’une base de connaissances.

Soit L un langage cible de compilation. Les requêtes listées ci-dessus sont définies formellement de
la manière suivante :

Cohérence (CO) L satisfait la propriété du test de cohérence CO si et seulement s’il existe un al-
gorithme en temps polynomial qui pour toute formule Σ de L retourne vrai si Σ est cohérente, faux
sinon.
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Exemple 30 Le langage CNF ne vérifie pas la propriété du test de cohérence (sauf si P=NP).

Validité (VA) L satisfait la propriété du test de validité VA si et seulement s’il existe un algorithme en
temps polynomial qui pour toute formule Σ de L retourne vrai si Σ est valide, faux sinon.

Exemple 31 Le langage CNF vérifie la propriété du test de validité. En effet, une conjonction de clauses
est valide si et seulement si chaque clause de la conjonction est valide, c’est-à-dire si elle contient ⊤ ou
deux littéraux complémentaires. Ceci se teste efficacement.

Implication clausale (CE) L vérifie la propriété du test d’implication clausale CE si et seulement s’il
existe un algorithme en temps polynomial qui pour toute formule Σ de L et toute clause γ retourne vrai
si Σ |= γ et faux sinon.

Exemple 32 Le langage CNF ne vérifie pas la propriété du test d’implication clausale (sauf si P=NP).

Impliquant (IM) L vérifie la propriété du test d’impliquant IM si et seulement s’il existe un algorithme
en temps polynomial qui pour toute formule Σ de L et tout terme cohérent γ retourne vrai si γ |= Σ et
faux sinon.

Exemple 33 Le langage CNF vérifie la propriété du test d’impliquant. En effet, un terme cohérent im-
plique une clause si et seulement si la clause est valide ou le terme contient un littéral de la clause, ce
qui peut être testé efficacement.

Équivalence (EQ) L satisfait la propriété du test d’équivalence EQ si et seulement s’il existe un al-
gorithme en temps polynomial qui pour toute formule Σi et Σj de L retourne vrai si Σi ≡ Σj , faux
sinon.

Implication générale (SE) L satisfait la propriété du test d’implication générale SE si et seulement
s’il existe un algorithme en temps polynomial qui pour toute formule Σi et Σj de L retourne vrai si
Σi |= Σj et faux sinon.

Comptage de modèles (CT) L satisfait la propriété CT de comptage de modèles si et seulement s’il
existe un algorithme en temps polynomial qui pour toute formule Σ de L retourne un entier naturel qui
est le nombre de modèles de Σ.

Énumération de modèles (ME) L satisfait la propriété ME d’énumération de modèles 1 si et seule-
ment s’il existe un polynôme p et un algorithme qui retourne tous les modèles d’une formule Σ de L en
temps p(n,m) où n est la taille de Σ et m son nombre de modèles (sur les variables de Σ).

Exemple 34 Le langage CNF ne vérifie pas les tests d’équivalence, de l’implication générale, du comp-
tage de modèles ou l’énumération de modèles (sauf si P=NP).

Le tableau 3.2 résume les requêtes considérées, ainsi que leurs acronymes.

1. On pourrait renforcer cette propriété et exiger que l’énumération soit à délai polynomial.

45



Chapitre 3. La compilation de connaissances

Acronyme Requête

CO Test de la cohérence
VA Test de la validité
CE Test de l’implication clausale
IM Test d’impliquant
EQ Test de l’équivalence
SE Test d’implication générale
CT Comptage de modèles
ME Eńumération de modèles

FIGURE 3.2 – Acronyme des requêtes

Transformations

Dans cette section, nous présentons la liste des transformations considérées dans [DM02]. Il s’agit du
conditionnement, de l’oubli (possiblement borné) et des clôtures (possiblement bornées) par les connec-
teurs logiques ∧ et ∨, ainsi que par la négation ¬.

Conditionnement (CD) L vérifie la propriété de conditionnement CD si et seulement s’il existe un
algorithme en temps polynomial qui pour toute formule Σ de L et tout terme cohérent γ retourne une
formule de L logiquement équivalente à Σ|γ (logiquement équivalent à la formule Σ ∧ γ).

Exemple 35 Le langage CNF vérifie la propriété de conditionnement. Il suffit de remplacer dans la
formule par ⊤ ou ⊥ les variables conditionnées selon leur polarité dans le terme avec lequel nous
conditionnons. Ce remplacement s’effectue en temps linéaire dans la taille de la formule et préserve la
forme normale conjonctive de celle-ci.

Oubli (FO) L vérifie la propriété de l’oubli FO si et seulement s’il existe un algorithme en temps
polynomial qui pour toute formule Σ de L et tout sous-ensemble de variables X retourne une formule de
L logiquement équivalente à ∃X.Σ.

L’oubli des variables de X dans Σ consiste à supprimer toute occurrence de X dans Σ tout en
maintenant les informations ne concernant pas X que Σ capture. Formellement, il s’agit de la formule
notée ∃X.Σ qui est la conséquence logique la plus générale de Σ qui soit indépendante de X (i.e., elle
équivaut à une formule dans laquelle aucune variable de X n’apparaît). ∃X.Σ est unique à l’équivalence
logique près.

Oubli d’une variable (SFO) L vérifie la propriété de l’oubli d’une variable SFO si et seulement s’il
existe un algorithme en temps polynomial qui pour toute formule Σ de L et tout singleton X retourne
une formule de L logiquement équivalente à ∃X.Σ.

Exemple 36 Le langage CNF ne vérifie pas la propriété de l’oubli (sauf si P=NP), mais vérifie celle de
l’oubli d’une variable.

Conjonction ( ∧C) L vérifie la propriété de la conjonction∧C si et seulement s’il existe un algorithme
en temps polynomial qui permet d’associer à tout ensemble fini de formules {Σ1, . . . ,Σn} de L une
formule de L logiquement équivalente à Σ1 ∧ · · · ∧ Σn.
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Conjonction bornée (∧BC) L vérifie la propriété de la conjonction bornée ∧BC si et seulement s’il
existe un algorithme en temps polynomial qui permet d’associer à toute paire de formules Σi,Σj de L
une formule de L logiquement équivalente à Σi ∧ Σj .

Exemple 37 Le langage CNF vérifie la propriété de la conjonction (donc celle de la conjonction bornée).

Disjonction (∨C) L vérifie la propriété de la disjonction ∨C si et seulement s’il existe un algorithme
en temps polynomial qui permet d’associer à tout ensemble fini de formules {Σ1, . . . ,Σn} de L une
formule de L logiquement équivalente à Σ1 ∨ · · · ∨ Σn.

Disjonction bornée (∨BC) L vérifie la propriété de la disjonction bornée ∨BC si et seulement s’il
existe un algorithme en temps polynomial qui permet d’associer à toute paire de formules Σi,Σj de L
une formule de L logiquement équivalente à Σi ∨ Σj .

Exemple 38 Le langage CNF ne vérifie par la propriété de la disjonction (sauf si P=NP), mais vérifie
celle de la disjonction bornée.

Négation (¬C) L vérifie la propriété de la négation ¬C si et seulement s’il existe un algorithme en
temps polynomial qui pour toute formule Σ de L retourne une formule de L logiquement équivalente à
¬Σ.

Exemple 39 Le langage CNF ne vérifie pas la propriété de la négation.

Le tableau 3.3 résume les transformations considérées, ainsi que leurs acronymes.

Acronyme Transformation

CD Conditionnement
FO L’oubli

SFO L’oubli d’un singleton
¬C La négation
∧C La conjonction
∧BC La conjonction bornée
∨C La disjonction
∨BC La disjonction bornée

FIGURE 3.3 – Acronyme des transformations

3.1.2 Liens entre requêtes et transformations

Des liens formels entre requêtes et transformations (vues comme des propriétés des langages cibles)
existent et ont été identifiés dans [DM02]. Ainsi, lorsque certaines propriétés sont satisfaites par un
langage, d’autres propriétés sont automatiquement offertes par celui-ci.

Par exemple, un langage qui satisfait le test d’équivalence (EQ) vérifie aussi les tests de validité
(VA) et de cohérence (CO), pour autant qu’il permette de représenter les formules valides et les formules
contradictoires (ce qui est le cas si le langage est complet). En effet, une formule est valide si et seule-
ment si elle est équivalente à la formule « vrai » et une formule est incohérente si et seulement si elle
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est équivalente à « faux ». De même, un langage qui satisfait le test d’implication générale (SE) vérifie
aussi l’équivalence (EQ), la validité (VA) et la cohérence (CO), puisque deux formules Σ1 et Σ2 sont
logiquement équivalentes si et seulement si Σ1 |= Σ2 et Σ2 |= Σ1. Un langage qui vérifie le test d’im-
plication générale vérifie donc le test d’équivalence. Par conséquent, il satisfait aussi les tests de validité
et de cohérence.

L’une des principales application du conditionnement vient du fait que pour formule Σ et terme
cohérent γ, on a

Σ ∧ γ ≡ (Σ | γ) ∧ γ.

Soit Σ une formule de L et δ une clause (que l’on peut supposer non tautologique : si δ est valide – ce qui
peut être décidé efficacement, on a Σ |= δ quel que soit Σ). Déterminer si Σ |= δ revient à déterminer
la cohérence de la formule Σ ∧ ¬δ, donc celle de (Σ | ¬δ) ∧ ¬δ. Et comme ¬δ équivaut à un terme
cohérent (quand δ n’est pas valide) et ne partage aucune variable avec Σ | ¬δ (par construction), cela
revient à determiner la cohérence de Σ | ¬δ. Comme on peut passer en temps linéaire de ¬δ à un terme
γ (cohérent) équivalent, il suffit de conditionner Σ par le terme γ et de tester la cohérence de la formule
obtenue pour déterminer si Σ |= δ. Cela conduit donc à un algorithme en temps polynomial pour de
résoudre le test d’implication clausale (CE). Donc si un langage L permet le conditionnement (CD) et le
test de cohérence (CO) en temps polynomial, alors il vérifie aussi le test de l’implication clausale (CE)
en temps polynomial.

Si un langage satisfait le test de cohérence (CO) et offre la négation (¬C) et la conjonction (∧C),
alors il satisfait le test d’implication générale (SE). En effet, tester si deux formules Σ1 et Σ2 vérifient
Σ1 |= Σ2 revient à tester si la formule Σ1 ∧ ¬Σ2 est incohérente.

De même, si un langage satisfait le test de validité (VA) et offre la négation (¬C) et la disjonction
(∨C), alors il offre le test d’implication générale (SE). En effet, tester si deux formules Σ1 et Σ2 vérifient
Σ1 |= Σ2 revient à tester si la formule ¬Σ1 ∨ Σ2 est valide.

Un langage qui satisfait le test d’impliquant (IM) satisfait aussi le test de validité (VA). En effet, s’il
est possible de tester en temps polynomial si γ |= Σ, avec Σ une formule et γ un terme quelconque, alors
c’est vrai en particulier pour γ = ⊤ et dans ce cas, on a γ |= Σ si et seulement si Σ est valide. De façon
similaire, un langage qui satisfait le test d’implication clausale (CE) satisfait aussi le test de cohérence
(CO). Il suffit cette fois de considérer la requête δ = ⊥ (la clause vide) : on a Σ |= δ si et seulement si
Σ est contradictoire lorsque δ est contradictoire.

Enfin, tout langage qui satisfait la propriété du comptage de modèles (CT) satsifait aussi les tests
de validité (VA) et de cohérence (CO). En effet, tester la validité (respectivement, la cohérence) d’une
formule Σ revient à déterminer si elle possède 2|V ar(Σ)| modèles (respectivement, au moins un modèle).

3.1.3 Efficacité spatiale

Nous terminons cette section en définissant l’efficacité spatiale (relative) d’un langage [GKPS95].
Comme on l’a évoqué, elle indique la capacité (relative) d’un langage à représenter succinctement de
l’information en comparaison à une autre. Cette efficacité se définit comme suit :

Définition 32 (Efficacité spatiale) Soient L1 et L2 deux langages propositionnels. Le langage L1 est
au moins aussi succinct que L2, noté L1 ≤s L2, si et seulement si il existe un polynôme p tel que pour
tout α ∈ L2, il existe β ∈ L1 qui est logiquement équivalente à α et telle que | β |≤s p(| α |).

Cette notion d’efficacité spatiale n’impose pas qu’il existe une traduction en temps polynomial de L2
vers L1, mais (ce qui est moins restrictif) qu’une traduction dont le résultat exprimé dans L1 est de taille
polynomiale (pour un polynôme fixé) dans la taille de sa représentation dans L2. En particulier, aucune
hypothèse n’a besoin d’être faite sur le temps nécessaire à la traduction.
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Il est aisé de prouver que la relation ≤s est réflexive et transitive, elle constitue donc un pré-ordre.
Nous pouvons ainsi définir sa partie stricte, i.e., la relation <s telle que L1 <s L2 si et seulement si
L1 ≤s L2 et L2 6≤s L1. L1 <s L2 signifie que L1 est strictement plus succinct que L2.

3.2 Langages cibles pour la logique propositionnelle

Dans cette section, nous présentons quelques langages cibles de compilation développés jusqu’ici
en la logique propositionnelle. Pour plus de détails, le lecteur intéressé peut se référer, en particulier, à
[DM02, FM08b, FM08a].

3.2.1 NNF et ses sous-ensembles

Nous nous focalisons surtout sur des sous-ensembles du langage NNF des circuits (ou graphes) dans
lesquels les portes sont de type ∧ ou ∨ et les négations ne portent que sur les entrées du circuit. Ces
dernières sont des variables propositionnelles ou des constantes booléennes (⊤ ou ⊥).

Définition 33 (NNF) Un formule NNF est un graphe fini, non vide, orienté et sans circuit (DAG), ayant
une racine unique et où chaque feuille est étiquetée par ⊤, ⊥ ou une variable propositionnelle x possi-
blement niée (¬x). Chaque nœud interne est étiqueté par une conjonction ∧ ou une disjonction ∨ et peut
avoir un nombre quelconque (fini) de fils.

La taille d’une formule Σ NNF, noté |Σ|, est le nombre d’arcs du graphe. Sa hauteur correspond au
nombre maximum d’arcs entre la racine et l’une des feuilles du graphe. Pour alléger l’écriture et quand
cela ne crée aucune ambiguité, on s’autorisera dans la suite à identifier tout nœud N d’une formule NNF
avec la formule enracinée à ce nœud.

Bien que complet pour la logique propositionnelle, le langage NNF ne permet aucune requête inté-
ressante du point de vue de la compilation (ni CO, ni a fortiori CT).

En revanche, l’ajout de restrictions permet de définir des langages sous-ensembles de NNF, offrant
d’intéressantes propriétés pour la compilation. Ainsi, le langage DNNF est le sous-ensemble du langage
NNF qui satisfait la propriété de décomposabilité.

Définition 34 (Décomposabilité) Un nœud de conjonction N∧ d’une formule NNF est décomposable si
et seulement si ses fils N1, . . . , Nk ne partagent aucune variable en commun. Formellement, V ar(Ni)∩
Var(Nj) = ∅ pour tout i 6= j.

Définition 35 (DNNF) Une formule DNNF est une formule NNF dans laquelle chaque nœud de conjonc-
tion est décomposable.

La figure 3.4 donne un exemple de formule DNNF.
Le langage DNNF se montre plus attractif que NNF puisqu’il satisfait trois des requêtes qui nous

intéressent tout en préservant la transformation CD. Ainsi, DNNF satisfait le test de cohérence (CO),
le test d’implication clausale (CE) et l’énumération des modèles (ME). Il ne permet cependant pas de
compter le nombre de modèles d’une formule en temps polynomial sauf si P = NP.

L’ajout d’une restriction supplémentaire permet de rendre ce langage encore plus attractif. Le langage
d-DNNF est le sous-ensemble du langage DNNF qui satisfait la propriété de déterminisme.

Définition 36 (Déterminisme) Un nœud de disjonction N∨ d’une formule NNF est déterministe si et
seulement si ses fils N1, . . . , Nk sont deux à deux contradictoires. Formellement, Ni∧Nj |= ⊥ pour tout
i 6= j.
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∨

∧ ∧

x ∨ z ¬w

y z

FIGURE 3.4 – Une formule DNNF

La figure 3.5 donne un exemple de formule d-DNNF.
Le langage d-DNNF est beaucoup plus attractif que DNNF du point de vue des requêtes offertes. En

effet, ce langage satisfait toutes les propriétés correspondant aux requêtes proposées, sauf deux, le test
d’implication générale (SE) et le test d’équivalence (EQ). En particulier, la propriété CT est offerte par
d-DNNF. En effet, la propriété de la décomposabilité stipule que les fils de chaque nœud ∧ n’ont aucune
variable en commun. Par conséquent, le nombre de modèles d’un nœud ∧ décomposable correspond au
produit du nombre de modèles de ses fils.

Proposition 1 (Calcul du nombre de modèles d’un nœud ∧ décomposable) Soit N∧ un nœud de conjonc-
tion décomposable et N1, . . . , Nk ses fils. Le nombre de modèles de N∧ vaut #N∧ = #N1×· · ·×#Nk.

Définition 37 (d-DNNF) Une formule d-DNNF Σ est une formule DNNF dans laquelle chaque nœud de
disjonction ∨ est déterministe. Chaque nœud interne d’une formule d-DNNF est donc soit un nœud de
disjonction déterministe, soit un nœud de conjonction décomposable.

La propriété de déterminisme du langage d-DNNF stipule que les fils de chaque nœud de disjonction
d’une formule d-DNNF ne possèdent aucun modèle en commun. Ainsi, le nombre de modèles d’un nœud
∨ déterministe représente la somme du nombre de modèles de ses fils (à un facteur de normalisation près
par fils, lié au fait que les fils peuvent être construits sur des ensembles de variables qui différent). En
particulier, aucune normalisation n’est nécessaire si les fils portent sur les mêmes variables :

Proposition 2 (Calcul du nombre de modèles d’un nœud ∨ déterministe) Soit N∨ un nœud de dis-
jonction déterministe et N1, . . . , Nk ses fils. Si V ar(Ni) = Var(Nj) pour tout i, j ∈ {1, . . . , k}, le
nombre de modèles de N∨ vaut #N∨ = #N1 + · · ·+#Nk.

Le calcul du nombre de modèles d’une formule d-DNNF peut s’effectuer en un seul parcours récursif
du graphe. Le principe est de partir de la racine, puis de parcourir l’ensemble de ses fils jusqu’aux feuilles,
puis de remonter les valeurs d’un attribut synthétisé (le nombre de modèles de la formule enracinée à
ce nœud) jusqu’à la racine. Si la feuille considérée est étiquetée par ⊤, la valeur retournée est 1. Si
elle est étiquetée par ⊥, la valeur retournée est 0. Sinon, la feuille représente un littéral et la valeur
retournée est 1. Enfin, les nœuds ∧ décomposables retournent le produit des valeurs de leur fils et les
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∧

x ∨

∧ ∧

y z ¬y z

FIGURE 3.5 – Une formule d-DNNF

nœuds ∨ déterministes retournent la somme des valeurs de leurs fils (après produit par un facteur de
cadrage défini à partir du nombre de variables figurant dans les frères du fils traité mais pas dans le fils
lui-même).

Aucun facteur de cadrage n’est à prendre en compte lorsque les fils N1, . . . , Nk de chaque nœud
de disjonction déterministe de la formule d-DNNF considérée Σ vérifient la propriété d’uniformité (en
anglais, smoothness) :

Définition 38 (Uniformité) Un nœud de disjonction N∨ d’une formule NNF est uniforme si et seulement
si ses fils N1, . . . , Nk portent sur les mêmes variables. Formellement, V ar(Ni) = V ar(Nj) pour tout
i, j.

On dit alors que la formule Σ est une formule d-DNNF uniforme. Il est facile d’associer à toute
formule d-DNNF Σ en temps linéaire une formule d-DNNF uniforme équivalente [DM02].

L’algorithme 4 décrit comment on peut calculer le nombre de modèles d’une formule d-DNNF uni-
forme enracinée en N . Si N est une feuille étiquetée par⊥, la valeur 0 est retournée. Si N est une feuille
autre que ⊥, alors la valeur 1 est retournée. Si N est un nœud ∧ décomposable, alors l’algorithme est
appelé récursivement pour chaque fils de N , et le résultat du produit des valeurs obtenues pour chaque
fils est retourné. Enfin, siN est un nœud ∨ déterministe et uniforme, alors l’algorithme est appelé ré-
cursivement pour chaque fils de N , et le résultat de la somme des valeurs obtenues pour chaque fils est
retourné. Les valeurs sont remontées ainsi de suite jusqu’à la racine de la formule considérée.

La figure 3.6 indique comment on peut calculer le nombre de modèles de la formule d-DNNF uni-
forme de la figure 3.5 en effectuant un tel calcul d’attribut. Chaque nœud retourne sa valeur, en réalisant
l’opération indiquée. La valeur retournée à la racine représente le nombre de modèles de la formule
d-DNNF. Cette formule possède donc 2 modèles.

Un autre sous-ensemble intéressant de d-DNNF, le langage Decision-DNNF, est défini en impo-
sant une restriction supplémentaire sur les nœud ∨ des formules. Ce langage est basé sur la notion de
nœud de décision, où un nœud de décision est un nœud ∨ déterministe particulier.

Définition 39 (Nœud de décision) Un nœud de disjonction N∨ d’une formule NNF est un nœud de dé-
cision s’il a la forme suivante :
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Algorithme 4 : sharpdDnnf(N)

entrée : La racine N d’une formule d-DNNF
sortie : Le nombre de modèles de N (sur V ar(N))

1 si leaf(N) alors
2 si N = ⊥ alors
3 return 0

4 sinon
5 return 1

6 sinon
7 si N =

∧k
i=1Ni alors

8 return Πk
i=1sharpdDnnf(Ni)

9 sinon
10 //N =

∨k
i=1Ni est alors un nœud ∨ déterministe et uniforme

11 return Σk
i=1sharpdDnnf(Ni)

∨

∧ ∧

x α ¬x β

La feuille x représente une variable, ¬x sa négation, et α et β sont les racines de formules NNF. On
dit que le nœud de décision N∨ porte sur la variable x et que x est une variable de décision.

Pour simplifier, on représente souvent graphiquement les nœuds de décision comme sur la partie
gauche de la figure 3.7. L’arête en pointillés (respectivement, l’arête pleine) indique que la variable de
décision x doit être affectée à faux (respectivement, vrai) dans tout chemin auquel elle participe. Chaque
nœud de décision peut être vu comme l’occurrence d’un connecteur ternaire ite (pour if ... then ... else
...) dont la sémantique est ite(x, α, β) ≡ (x ∧ α) ∨ (¬x ∧ β). Pour que ite(x, α, β) soit vrai, il faut et il
suffit que x soit vrai et alors α doit l’être aussi, et sinon (donc quand ¬x est vrai), β doit être vrai.

Définition 40 (Decision-DNNF) Une formule Decision-DNNF Σ est une formule d-DNNF dans
laquelle chaque nœud de disjonction est un nœud de décision. Chaque nœud interne d’une formule
Decision-DNNF est donc soit un nœud ∧ décomposable, soit un nœud ∨ de décision.

Clairement, pour chaque chaque nœud de décision d’une formule Decision-DNNF Σ où la déci-
sion porte sur x, les formules α et β qui lui sont associées ne peuvent pas contenir x. En effet, dans le
cas contraire, les nœuds de conjonction de la forme x∧α et ¬x∧β ne seraient pas décomposables, donc
Σ ne serait pas une formule DNNF.

La figure 3.8 représente une formule Decision-DNNF.
Le langage Decision-DNNF satisfait les même propriétés que le langage d-DNNF (quand on

se limite à celles listées plus haut). Les compilateurs existants, tels que c2d, ciblant le langage d-DNNF
ciblent en fait plus spécifiquement le langage Decision-DNNF. Par ailleurs, le supplément de structure
apportée par les nœud de décision fait qu’il est possible d’évaluer plus finement la taille des formules

52



3.2. Langages cibles pour la logique propositionnelle

×

1 +

× ×

1 1 1 1

FIGURE 3.6 – Calcul du nombre de modèles d’une formule d-DNNF uniforme

x

β α

∨

∧ ∧

¬x β x α

FIGURE 3.7 – Représentation des nœuds de décision

Decision-DNNF et le temps mis pour les calculer, en comparaison aux formules d-DNNF « géné-
rales » [OD14].

Une autre restriction du langage d-DNNF est obtenue en important une condition supplémentaire sur
la structure des formules. Le langage obtenu s’appelle d-DNNFT où T est un vtree (c’est-à-dire un arbre
sur les variables) [PD08]. Formellement, un vtree sur un ensemble PS de variables propositionnelles est
un arbre binaire complet T dont les feuilles sont en bijection avec les variables de PS . Par exemple, la
figure 3.9 fournit un vtree sur PS = {x, y, z, u, v}.

Pour tout nœud interne N de T on note Var(Ng) l’ensemble des variables aux feuilles accessibles
à partir du fils gauche de N et Var(Nd) l’ensemble des variables aux feuilles accessibles à partir du fils
droit de N .

Une formule d-DNNF Σ dont les nœuds ∧ décomposables sont binaires respecte un vtree T sur
Var(Σ) si et seulement si pour chaque nœud ∧ décomposable α ∧ β de Σ il existe un nœud interne N
de T tel que Var(α) ⊆ Var(Ng) et Var(β) ⊆ Var(Nd).

Définition 41 (d-DNNFT et sd-DNNF) Le langage d-DNNFT est l’ensemble des formules d-DNNF
qui respectent un vtree T donné. Le langage sd-DNNF des d-DNNF structurées est l’union des langages
d-DNNFT pour tous les vtrees T sur PS .

3.2.2 Les diagrammes de décision binaire

Une autre famille de langages de compilation est celle des diagrammes de décision binaire :
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∨

∧ ∧

x ∨ ¬x w

∧ ∧

y z ¬y z

FIGURE 3.8 – Une formule Decision-DNNF

1

y 2

3 4

x v z u

FIGURE 3.9 – Un vtree portant sur l’ensemble des variables PS = {x, y, z, u, v}
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Définition 42 (BDD) Une formule BDDΣ est une formule NNF dans laquelle chaque nœud de disjonction
est un nœud de décision et qui ne contient pas de nœuds de conjonction autres que ceux imposés par les
nœuds de décision.

Le langage BDD ne peut pas être considéré comme un langage cible pour la compilation, car, comme
le langage NNF, il ne vérifie aucune des requêtes prises en compte dans la carte de compilation sauf si
P=NP. Cela vient du fait que la décomposabilité des nœuds de conjonction n’est pas systématiquement
requise (BDD n’est pas un sous-ensemble de DNNF).

L’ajout de restrictions permet néanmoins d’obtenir des langages intéressants pour la compilation. En
particulier, il est intéressant d’exiger que les nœuds de décision soient à lecture unique :

Définition 43 (Lecture unique) Un nœud de décision N∨ = (x∧α)∨ (¬x∧β) d’une formule NNF est
à lecture unique si et seulement si x 6∈ V ar(α) ∪ V ar(β).

Imposer aux nœuds de décision d’être à lecture unique conduit au langage FBDD :

Définition 44 (FBDD) Une formule FBDDΣ est une formule BDD dans laquelle chaque nœud de décision
est à lecture unique.

Cette condition assure que tous les nœuds de conjonction qui figurent dans une formule FBDD Σ
sont décomposables. Comme les nœuds de disjonction qui figurent dans Σ sont déterministes ((x∧α)∧
(¬x ∧ β) est contradictoire), il s’ensuit que FBDD est un sous-ensemble de Decision-DNNF. De ce
fait, le langage FBDD vérifie toutes les requêtes considérées sauf le test d’implication générale qui n’est
pas vérifié sauf si P = NP et le test d’équivalence, dont la satisfaction reste une question ouverte pour le
langage FBDD.

Une famille de langages, sous-ensembles de FBDD, a eu un impact important en intelligence arti-
ficielle (mais aussi au delà). Il s’agit de la famille des langages des diagrammes de décision binaire
ordonnés OBDD<.

Définition 45 (Ordre) Soit < un ordre total strict sur l’ensemble des variables propositionnelles. Une
formule BDD Σ respecte < si et seulement si pour chaque nœud de décision N∨ = (x ∧ α) ∨ (¬x ∧ β)
de Σ et chaque variable y ∈ V ar(α) ∪ V ar(β), on a x < y.

Le langage OBDD< induit par < est celui qui contient les formules BDD qui respectent < :

Définition 46 (OBDD<) Soit < un ordre total strict sur l’ensemble des variables propositionnelles. Une
formule OBDD< Σ est une formule BDD qui respecte <.

Comme < est strict, chaque langage OBDD< est un sous-ensemble de FBDD. L’ajout de la contrainte
de compatibilité avec l’ordre < de l’ordre des variables de décision sur chaque chemin de la racine à
une feuille permet d’obtenir un langage qui satisfait l’ensemble des requêtes proposées dans la carte de
compilation.

L’exemple 40 montre une formule sous forme de diagramme de décision ordonné.

Exemple 40 Soit Σ = (q ∧ ¬p) ∨ ¬r ∨ (((¬p ∧ ¬r) ∨ (p ∧ r)) ∧ q), avec pour ordre sur les variables
p < r < q. Σ peut être représentée par la formule OBDD< équivalente, donnée à la figure 3.10.
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p

rq ∨ ¬r ∨ (¬r ∧ q) r ¬r ∨ (r ∧ q)

⊤ qq q

⊥ ⊤

q⊤ q

⊥ ⊤

FIGURE 3.10 – Diagramme de décision binaire ordonné représentant la formule Σ.

Une autre propriété des langages OBDD<, qui les rend très attractifs, est l’existence d’algorithmes de
réduction qui permettent de réduire la taille de la formule considérée, et surtout d’assurer une propriété
de canonicité des représentations réduites : pour tout ordre < sur les variables, deux formules propo-
sitionnelles équivalentes possèdent une même représentation sous forme d’une formule OBDD< quand
celle-ci est réduite.

Réduire une formule OBDD< Σ consiste à appliquer les deux règles de réduction suivantes taat que
cela est possible, depuis les feuilles de la formule vers sa racine :

— fusion des nœuds isomorphes : si (x ∧ N1) ∨ (¬x ∧M1) et (x ∧ N2) ∨ (¬x ∧M2) sont deux
nœuds de décision distincts de Σ tels que N1 = N2 et M1 = M2, alors remplacer dans Σ tout arc
ayant le second nœud de décision pour extrémité par un arc ayant le premier nœud de décision
pour extrémité ;

— élimination des nœuds redondants : remplacer dans Σ tout nœud de décision de la forme (x ∧
N) ∨ (¬x ∧N) par N .

L’atout de la canonicité est qu’elle rend faciles certaines requêtes comme le test d’équivalence :
pour s’assurer que deux formules propositionnelles représentées par des formules OBDD< réduites sont
équivalentes, il suffit de s’assurer que ces deux dernières formules sont identiques (ce qui peut s’effectuer
en temps linéaire dans leur taille via un parcours simultané des deux graphes).

L’exemple 41 donne un exemple de formule OBDD< réduite.

Exemple 41 La formule Σ = (q ∧ ¬p) ∨ ¬r ∨ (((¬p ∧ ¬r) ∨ (p ∧ r)) ∧ q) peut être représentée par la
formule OBDD< réduite équivalente, donnée à la figure 3.11.

Par ailleurs, les réductions réalisées permettent parfois de réduire considérablement la taille de la
formule compilée.

La famille des langages OBDD< présente donc un intérêt certain pour la compilation de connais-
sances. Cependant, la concision des formules obtenues dépend fortement de l’ordre < choisi. Il existe
ainsi des (familles de) formules Σn (n variant) pour lesquelles la taille de leur représentation en OBDD<
selon un ordre <2 fixé peut être linéaire en la taille de Σn, alors que la représentation de Σn en OBDD<
pour un autre ordre <1 fixé a une taille exponentielle en la taille de Σn.
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p

r

⊤ q

⊥ ⊤

FIGURE 3.11 – Diagramme de décision binaire ordonné réduit de l’exemple 3.10

Exemple 42 Soit la formule Σn =
∧n

i=1(xi ⇔ yi). Si l’ordre défini au départ est x1 <1 · · · <1 xn <1

y1 <1 · · · <1 yn, alors toute représentation en OBDD< de Σn sera de la forme donnée à la figure 3.12.
A chacun des n premiers niveaux de l’ordre <1, les nœuds possèdent chacun deux fils et cela, jus-

qu’au nœud y1. Cette partie de la formule OBDD< ne peut pas être réduite (chaque chemin correspond
à une fonction différente des variables y1, . . . , yn). La prise en compte pour chaque i ∈ {1, . . . , n} de
la variable xi conduit à ajouter 2i−1 nœuds au graphe précédent. De ce fait, la formule obtenue à la fin
a une taille en Ω(2n). A contrario, si l’ordre utilisé est défini comme étant x1 <2 y1 <2 x2 <2 y2 <2

· · · <2 xn <2 yn, alors comme pour chaque i ∈ {1, . . . , n}, xi et yi doivent être équivalents, il est
possible de réduire fortement le graphe résultant : la prise en compte pour chaque i de xi puis de yi
conduit simplement à ajouter 4 nœuds au graphe précédent. De ce fait, la formule obtenue à la fin a une
taille en O(n). La figure 3.13 décrit (en partie) la formule OBDD< obtenue quand <2 est utilisé.

Le problème de trouver un ordre minimisant la taille de la formule OBDD< résultante est un problème
NP-difficile [SW96].

3.2.3 Les arbres de décision (DT)

Une autre restriction intéressante du langage BDD est obtenue en imposant une contrainte topologique
sur les graphes :

Définition 47 (DT) Un arbre de décision (DT) est une formule BDD arborescente.

Contrairement au cas du langage BDD, le langage DT est intéressant pour la compilation de connais-
sances, sans restriction supplémentaire. En particulier, la structure arborescente des graphes considérés
Σ permet de ne pas avoir à imposer la condition de lecture seule sur les nœuds de décision. En effet, il
suffit de parcourir chaque branche de Σ pour déterminer si elle contient plusieurs occurrences d’un nœud
de décision (x ∧ α) ∨ (¬x ∧ β) portant sur une même variable x : si tel est le cas, toutes les occurrences
de ces nœuds de décision, sauf la première peuvent être éliminées puisqu’elles sont redondantes : si sur
le chemin considéré, x est affecté à vrai (resp. faux), il n’y a plus rien à décider ensuite (cette affectation
ne peut être remise en cause). Contrairement au cas des BDD, le nombre de branches à parcourir (les
chemins de la racine aux feuilles) dans une formule DT Σ est majoré par la taille de cette formule, il est
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x1

x2 x2

. . . . . . . . . . . .

y1

y2 y2

. . . . . . . . . . . .

. . . y1

y2y2

. . .. . .. . .. . .

FIGURE 3.12 – Diagramme de décision binaire ordonné de l’exemple 42 suivant l’ordre x1 <1 · · · <1

xn <1 y1 <1 · · · <1 yn

x1

y1 y1⊥

x2

y2 y2⊥

. . .

FIGURE 3.13 – Diagramme de décision binaire ordonné de l’exemple 42 suivant l’ordre x1 <2 y1 <2

x2 <2 y2 <2 · · · <2 xn <2 yn
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donc possible d’appliquer ce processus de réduction en temps polynomial dans la taille de Σ. Un arbre
de décision ainsi réduit est une formule FBDD particulière, dont la forme est arborescente.

Un algorithme simple de construction d’un arbre de décision équivalent à une formule proposition-
nelle Σ donnée, et qui assure que la condition de lecture seule sur les nœuds de décision est satisfaite,
repose sur la décomposition de Shannon :

Définition 48 (Décomposition de Shannon) Soit une formule propositionnelle Σ. La décomposition de
Shannon de Σ sur la variable x est la formule définie par : (¬x ∧ Σ|x←0) ∨ (x ∧ Σ|x←1).

Comme illustré à la figure 3.14, appliquer la décomposition de Shannon sur une variable x à une
formule Σ conduit à créer un nœud de décision portant sur x. Comme, par construction, la variable x
n’apparaît pas dans les formules conditionnées Σ|x←0 et Σ|x←1, les nœuds de conjonction créés sont
décomposables. Enfin, il est facile de montrer que Σ équivaut à sa décomposition de Shannon quelle que
soit la variable de décision x choisie.

x

Σ|x←0 Σ|x←1

∨

∧ ∧

¬x Σ|x←0 x Σ|x←1

FIGURE 3.14 – Décomposition de Shannon

Pour construire un arbre de décision équivalent à Σ, il suffit d’appliquer la décomposition de Shannon
à Σ sur n’importe quelle variable qui apparait dans la formule, puis de réitérer ce processus sur les deux
formules Σ|x←0 et Σ|x←1 tant que les formules produites par conditionnement contiennent au moins une
variable. Comme chaque étape de décomposition conduit à éliminer une variable (x n’apparaît ni dans
Σ|x←0 ni dans Σ|x←1), le processus va se terminer. Quand Σ|x←0 ou Σ|x←1 ne contient plus de variable,
il suffit de l’évaluer pour déterminer si la formule équivaut à ⊤ ou si elle équivaut à ⊥ et d’introduire
alors une feuille étiquetée par la constante booléenne ainsi obtenue.

Exemple 43 Considérons la formule Σ = (q∧¬p)∨¬r∨(((¬p∧¬r)∨(p∧r))∧q). L’arbre représenté
à la figure 3.15 est un arbre de décision équivalent à Σ.

Dans un premier temps, on choisit la variable p. La formule Σ est conditionnée par ¬p à gauche de
l’arbre et par p à droite. Une fois la formule conditionnée, elle est simplifiée en suivant les lois du calcul
booléen, puis ce processus continue tant que la formule n’est pas équivalente à⊤ ou⊥. Par exemple sur
la branche de gauche, cela donne la formule suivante : Σ|¬p = (q∧⊤)∨¬r∨(((⊤∧¬r)∨(⊥∧r))∧q).
La formule (q ∧⊤) est équivalente à q, de même (⊤∧¬r) est équivalente à ¬r, (⊥∧ r) est équivalente
à ⊥ et donc ((¬r) ∨ (⊥) ∧ q) est équivalente à (¬r ∧ q). Nous obtenons donc comme résultat du
conditionnement la formule Σ′ = q∨¬r∨ (¬r∧ q). Ensuite, la variable r est sélectionnée. Lorsque l’on
considère ¬r, on obtient la formule Σ′|¬r = q∨⊤∨ (⊤∧q) qui est donc équivalente à⊤, le processus de

décomposition s’arrête donc. Puis on considère r, on obtient alors la formule Σ′|r = q ∨⊥∨ (⊥∧ q) qui

est logiquement équivalente à la formule Σ′′ = q. Enfin on considère la variable q pour la décomposition
de Shannon, Σ′′ est donc équivalente à ⊥ quand ¬q est considéré et à ⊤ quand q est considéré.

Nous remarquons qu’un arbre de décision équivalent à une formule Σ peut être vu comme la juxta-
position d’une représentation de Σ en DNF déterministe avec une représentation de ¬Σ en DNF déter-
ministe. En effet, chaque chemin entre la racine d’un arbre de décision et une de ses feuilles représente
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p

rq ∨ ¬r ∨ (¬r ∧ q) q ¬r ∨ (r ∧ q)

⊤ qq q

⊥ ⊤

¬r ¬r ∨ rr ⊤

⊤ ⊥

FIGURE 3.15 – Arbre de décision équivalent à la formule Σ de l’exemple 43

un terme (donné par la conjonction des variables de décision rencontrée, chacune munie de la polarité
qui convient). Si la feuille atteinte est ⊤, ce terme est un impliquant de la formule Σ, sinon il s’agit d’un
impliquant de ¬Σ.

Exemple 44 L’arbre de décision de l’exemple précédent peut être vu comme la juxtaposition des deux
formules DNF déterministes suivantes :

(¬p ∧ ¬r)
∨(¬p ∧ r ∧ q)
∨(p ∧ ¬q ∧ ¬r)
∨(p ∧ q)

(¬p ∧ r ∧ ¬q)
∨(p ∧ ¬q ∧ r)

Il est aisé de montrer que le langage des formules DTΣ dont tous les nœuds de décision sont à lecture
seule satisfait CT. Il suffit, en effet, de parcourir chaque branche de l’arbre depuis sa racine : lorsque l’on
atteint une feuille ⊤, on sait que le terme γ associé est un impliquant de la formule Σ. Donc, à chaque
feuille ⊤ de l’arbre de décision, le nombre de modèles de Σ qui est aussi un modèle du terme γ est
2|V ar(Σ)|−|V ar(γ)|. Chaque nœud de décision étant par construction déterministe, deux termes associés
à des chemins distincts de Σ ne partagent aucun modèle. II suffit donc d’un parcours de l’arbre Σ pour
compter le nombre de ses modèles.

Un problème important posé par le langage DT des arbres de décision est qu’il est très peu performant
du point de vue de l’efficacité spatiale. En effet, pour certaines formules propositionnelles à n variables
(par exemple x1⊕ . . .⊕ xn, tout arbre de décision équivalent est de profondeur n et possède 2n feuilles.

3.2.4 Le langage AFF des formules affines

Nous avons considéré jusqu’ici des langages cibles construits à partir des connecteurs ∧, ∨, ¬ et
des constantes booléennes ⊤ et ⊥. Nous présentons maintenant un langage qui s’appuie sur une autre
ensemble de connecteurs logiques, que nous nous retrouverons au chapitre 4.

Ce langage, appelée AFF, inclut des formules dites affines, construites à partir des connecteurs ∧, ⊕,
¬, ⊤ et ⊥. On a donc en quelque sorte laissé de côté la disjonction usuelle ∨ (inclusive), pour considérer
à sa place la disjonction exclusive⊕. Une formule affine est simplement une conjonction finie de clauses
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affines. Comme on va le montrer, les formules affines peuvent aussi être considérées comme des systèmes
d’équations linéaires sur {0, 1}, et donc les clauses affines comme des équations linéaires.

Définition 49 (Clause affine (ou XOR-clause)) Une clause affine, ou XOR-clause, est une formule de
la forme l1 ⊕ · · · ⊕ ln où l1, . . . , ln sont des littéraux ou des constantes booléennes. La taille de cette
formule est n.

Définition 50 (Formule affine AFF) Une formule affine est une conjonction finie de clauses affines (de
XOR-clauses).

Exemple 45 La formule suivante est une formule affine :

(x2 ⊕ ¬x4 ⊕ ¬x5 ⊕⊤) ∧ (x1 ⊕ ¬x2 ⊕ x3) ∧ (x1 ⊕ ¬x4 ⊕⊤)

Dans le but de simplifier l’écriture et de ne pas surcharger les formules, il est possible de normaliser
l’écriture de chaque clause affine (on le fera assez systématiquement dans la suite) :

Définition 51 (Forme normale des clauses affines) Une clause affine simplifiée, ou clause affine sous
forme normale, est une clause affine constituée de littéraux positifs portant sur des variables distinctes
et d’au plus une occurrence de ⊤.

Toute clause affine peut être transformée en une clause affine simplifiée en temps linéaire, en utilisant
les équivalences ¬x ≡ x⊕⊤, x⊕ x ≡ ⊥, ⊤⊕⊤ ≡ ⊥, x⊕⊥ ≡ x et en profitant du fait que ⊕ est un
connecteur associatif et commutatif.

Ainsi, la formule affine donnée à l’exemple 45 peut être transformée en temps linéaire en la formule
affine suivante, dite simplifiée, i.e., dans laquelle toutes les clauses affines ont été simplifiées :

Exemple 46 La formule suivante est une formule affine simplifiée qui équivaut à la formule affine donnée
à l’exemple 45 :

(x2 ⊕ x4 ⊕ x5 ⊕⊤) ∧ (x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕⊤) ∧ (x1 ⊕ x4)

Chaque clause affine simplifiée de la forme x1⊕x2⊕· · ·⊕xn (respectivement, x1⊕x2⊕· · ·⊕xn⊕⊤)
peut aussi être vue comme une équation linéaire de la forme x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn = 1 (respectivement,
x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn = 0). Il suffit en effet de voir = comme le symbole d’équivalence ⇔ , 1 comme
la constante ⊤ et 0 comme la constante ⊥ et de se souvenir que α ⇔ β équivaut à α ⊕ β ⊕ ⊤ :
les affectations de valeur (de vérité) aux variables qui satisfont l’équation x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn = 1
(respectivement, x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn = 0) sont exactement celles qui satisfont la clause associée.

Notons qu’une clause affine peut être représentée de façon canonique sous forme CNF par la conjonc-
tion de toutes les clauses formées sur l’ensemble de ses variables, contenant un nombre pair (respective-
ment un nombre impair) de littéraux négatifs si la clause affine contient un nombre pair (respectivement
un nombre impair) de littéraux négatifs.

Exemple 47 La formule affine (¬x2 ⊕ x4 ⊕ x5) ∧ (x1 ⊕ x2 ⊕ x3) ∧ (¬x1 ⊕ x4) est équivalente à la
formule CNF suivante :

¬x2 ∨ x4 ∨ x5
x2 ∨ ¬x4 ∨ x5
x2 ∨ x4 ∨ ¬x5
¬x2 ∨ ¬x4 ∨ ¬x5

x1 ∨ x2 ∨ x3
¬x1 ∨ ¬x2 ∨ x3
¬x1 ∨ x2 ∨ ¬x3
x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3

¬x1 ∨ x4
x1 ∨ ¬x4
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Clairement, nous remarquons que la formule affine initiale est beaucoup plus concise que sous sa
forme CNF. En effet, la représentation d’une clause affine sous forme CNF est exponentielle en la taille
de la clause affine. Plus précisément, une clause affine simplifiée de taille n ne possède que des repré-
sentations CNF qui contiennent au moins 2n−1 clauses.

Un atout important du langage AFF est qu’il satisfait CT [Zan03]. En fait, l’ensemble des requêtes
considérées dans la carte de compilation peuvent être résolues efficacement sur les formules affines Tout
est basé sur un même algorithme : l’algorithme d’élimination de Gauss/Jordan, aussi appelé pivot de
Gauss.

Le pivot de Gauss est un algorithme permettant de déterminer l’ensemble des solutions d’un système
d’équations linéaires. Il consiste ici à réduire le nombre de clauses affines de la formule affine considérée
Σ pour faire en sorte d’obtenir une formule affine logiquement équivalente, possédant un nombre mini-
mum de clauses affines. L’algorithme du pivot de Gauss permet ainsi de garantir que la formule affine
résultante Σt contient au maximum | V ar(Σ) | clauses affines. L’algorithme 5 représente l’algorithme
du pivot de Gauss. L’algorithme prend en entrée une formule affine Σ et donne en sortie une formule
affine Σt. Le principe de l’algorithme est de trianguler la formule affine Σ selon un ordre total et strict
< sur les variables. Par exemple, la formule AFF (x ⊕ y ⊕ u ⊕ w) ∧ (y ⊕ z ⊕ w ⊕ ⊤) ∧ (z ⊕ u) est
triangulée puisque la première clause affine contient x, la clause affine suivante contient y mais pas x,
et la dernière clause affine contient z mais pas les variables x et y. Nous pouvons ainsi représenter la
formule sous forme d’une matrice triangulaire de la forme :





x y u w
y z w ⊤

z u





Intuitivement, l’idée de l’algorithme est de faire en sorte d’ordonner les clauses de sorte que une
variable (la plus petite selon <) de la première clause affine n’apparaisse pas dans les clauses affines
suivantes. Puis, que la seconde clause contienne une variable (la seconde plus petite selon <) qui n’ap-
paraisse pas dans les prochaines clauses affines, et ainsi de suite pour toutes les variables de la formule
affine. À la fin de l’exécution nous obtenons donc une formule affine qui possède au plus n clauses
affines, avec n le nombre de variables de la formule en entrée.

Plus formellement, le pivot de Gauss pivotGauss décrit à l’algorithme 5 procède comme suit. Dans
un premier temps, ligne 1 la formule résultat Σt est initialisée à l’ensemble vide de clauses. Ensuite, tant
que la formule Σ n’est pas vide, une variable p de Σ est sélectionnée, ligne 3 ainsi qu’une clause affine
ca de Σ contenant p, ligne 4. Cette variable sera la variable pivot pour la clause ca choisie, c’est-à-dire
la variable qui sera éliminée des clauses restantes dans Σ. Ligne 5 et 6, la clause affine sélectionnée
est ajoutée à la formule de sortie et supprimée de Σ. Ensuite, ligne 7, pour toute clause affine c′a de Σ
contenant la variable pivot p, c′a est remplacée par le résultat de l’addition modulo 2 de cette clause avec
ca, noté c′a⊕ca. Comme p apparaît dans les deux clauses, l’addition modulo 2 de ces deux clauses affines
a pour effet de supprimer p dans la clause résultat.

Exemple 48 soit ca1 = x ⊕ y ⊕ u et ca2 = y ⊕ w ⊕ u ⊕ ⊤ deux clauses affines, l’addition modulo 2
des deux clauses donne ca1 ⊕ ca2 = x ⊕ w. Nous remarquons que lorsque les clauses affines ca1 et ca2
contiennent une même variable, celle-ci disparaît de ca1 ⊕ ca2.

Lorsque les clauses ont la même parité de négations (respectivement une parité différente), alors le
résultat de l’addition modulo 2 de ces deux clauses possède un nombre impair (respectivement pair) de
négations.

Enfin, la formule alors triangulée est retournée ligne 9. Nous notons que le résultat de l’addition
modulo 2 entre deux clauses affines simplifiées dépend du nombre de négations (donc de la présence de
la constante ⊤) dans ces clauses.
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Algorithme 5 : pivotGauss(Σ, <)

entrée : une formule AFF Σ et un ordre < total strict sur Var(Σ)
sortie : une formule AFF Σt triangulée selon l’ordre < équivalente à Σ

1 Σt ← ∅;
2 while Σ 6= ∅ do
3 p← la plus petite variable de Σ selon <;
4 ca ← une clause de Σ contenant p;
5 Σt ← Σt ∪ {ca};
6 Σ← Σ \ {ca};
7 forall c′a ∈ Σ tel que p ∈ c′a do
8 Σ← Σ \ {c′a};
9 Σ← Σ ∪ {c′a ⊕ ca};

10 return Σt;

Exemple 49 Soit la formule affine Σ = (x⊕y⊕z)∧(x⊕u⊕w)∧(y⊕z⊕w). Appliquons l’algorithme du
pivot de Gauss sur cette formule, avec comme ordre sur les variables x < y < z < u < w. Représentons
la formule affine Σ sous forme de matrice :





x y z
x u w

y z w





(ca1 ∈ Σ)
(ca2 ∈ Σ)
(ca3 ∈ Σ)

En premier lieu, la variable x est choisie comme pivot p, et nous choisissons la clause affine ca1 pour
la variable ca de l’algorithme 5. Nous supprimons ca1 de Σ et nous l’ajoutons dans Σt. La variable x
apparaît dans la clause affine ca2, nous remplaçons donc ca2 par le résultat de l’addition modulo 2 entre
ca2 et ca1. Nous obtenons la matrice suivante :





x y z
y z u w ⊤
y z w





(ca1 ∈ Σt)
(c′a2 = ca2 ⊕ ca1 ∈ Σ)
(ca3 ∈ Σ)

La variable y est ensuite sélectionnée comme nouvelle variable pivot et la clause c′a2 est choisie
pour la variable ca de l’algorithme 5. Nous supprimons c′a2 de Σ et nous l’ajoutons dans Σt. Comme y
apparaît dans ca3 nous remplaçons donc ca3 par le résultat de l’addition modulo 2 c′a2 ⊕ ca3.





x y z
y z u w ⊤

u





(ca1 ∈ Σt)
(c′a2 ∈ Σt)
(ca3 ⊕ c′a2 ∈ Σ)

Enfin, il ne reste plus qu’une clause affine, l’algorithme va la sélectionner et l’ajouter à Σt. La
formule Σ est alors vide, donc l’algorithme retourne la formule affine Σt = (x⊕ y ⊕ z) ∧ (y ⊕ z ⊕ u⊕
w ⊕⊤) ∧ (u) qui est triangulée.

Dans l’exemple, les variables x, y et u sont les variables choisies successivement comme variables
pivots. Dans la formule affine triangulée Σt, nous disons que ces variables sont les variables liées et les
autres variables z et w sont les variables libres. Lorsque la formule est triangulée nous remarquons que
les affectations possibles des variables liées x, y et u dans ses modèles dépendent uniquement des valeurs
des variables libres z et w dans ceux-ci.
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Dans cet exemple, nous avons utilisé un ordre particulier < d’élimination pour les variables. Ce-
pendant, l’ordre retenu n’influe pas sur la correction de l’algorithme. Celui-ci reste correct peu importe
l’ordre choisi, et l’ordre retenu ne change pas sa complexité. Seule la formule résultat pourra être diffé-
rente selon l’ordre choisi, mais toutes les formules résultats possibles sont logiquement équivalentes à la
formule donnée en entrée et ont le même nombre de clauses.

L’algorithme du pivot de Gauss est en temps polynomial en la taille de la formule en entrée [Zan03].
Plus précisément, cet algorithme calcule une formule affine triangulée Σt logiquement équivalente à Σ
en temps O(| Σ |2 . | V ar(Σ) |). De plus, la formule affine Σt possède au plus | V ar(Σ) | clauses
affines.

Nous notons que le plus petit système d’équation linéaire ne possédant aucune solution est 0 = 1,
qui correspond à la formule ⊥. Si la formule affine Σ en entrée ne possède aucun modèle, l’algorithme
du pivot de Gauss retourne donc en sortie la formule ⊥. L’algorithme du pivot de Gauss permet donc de
décider de la cohérence d’une formule affine Σ en temps O(| Σ |2| V ar(Σ) |).
Si la formule Σ est cohérente, nous pouvons facilement calculer un modèle de celle-ci à partir de la
formule triangulée Σt. En effet, comme nous l’avons remarqué précédemment, dans chaque clause de
la formule affine triangulée obtenue, il y a une variable liée, dont la valeur de vérité ne dépend que des
autres variables de la formule. L’idée est donc de procéder de façon gloutonne à partir de la dernière
clause affine de la formule. Nous affectons arbitrairement les variables libres de cette clause, puis nous
remontons à la clause suivante, et ainsi de suite. Lorsque toutes les variables libres sont assignées, les
variables liées sont assignées par propagation.

Exemple 50 Soit la formule affine triangulée Σt de l’exemple précédent. Nous souhaitons calculer un
modèle deΣt. Pour cela, nous affectons la variable u de la dernière clause à ⊤ puisqu’ici u est unitaire.
Puis, cette valeur est propagée dans la deuxième clause que nous réduisons pour obtenir alors la clause
y ⊕ z ⊕ w. Nous pouvons choisir d’affecter ⊤ aux variables w et z et de ce fait y doit prendre la valeur
⊤. Enfin, ces valeurs sont remontées à la première clause que l’on simplifie. Cette clause devient alors la
clause unitaire x. La variable x doit donc prendre pour valeur ⊤. Nous obtenons donc l’interprétation
complète {x, y, z, u, w} qui est bien un modèle de la formule Σ de l’exemple considéré.

Plus généralement, pour connaître le nombre de modèles d’une formule affine triangulée, il suffit de
connaître le nombre de ses variables libres. Celui-ci est facilement calculable. En effet, il y a exactement
une variable liée pour chaque clause de la formule affine triangulée et celle-ci contient un nombre mini-
mal de clauses. Par conséquent, le nombre de variables libres de Σt vaut le nombre de variables de Σt

moins le nombre de clauses affines de celle-ci.

Définition 52 (Nombre de modèles d’une formule affine) Soit Σ une formule affine et Σt une formule
affine triangulée logiquement équivalente à Σ. Si Σt contient k variables libres, alors Σ possède 2k

modèles (sur V ar(Σ)).

Nous disposons donc d’un algorithme en temps polynomial qui permet de calculer le nombre de mo-
dèles d’une formule affine donnée. D’autres requêtes liées au comptage de modèles (le test de cohérence,
celui de validité) sont évidemment offertes en prime, à titre de conséquence. Ceci rend le langage AFF
très compétitif vu nos objectifs.

Cependant, le langage AFF des formules affines n’est pas complet pour la logique propositionnelle.
En effet, certaines formules propositionnelles ne peuvent pas être représentées par des conjonctions de
formules affines. Par exemple, la formule x1 ∨ x2 ne peut pas être représentée par une conjonction de
clauses affines. Ce langage n’est donc pas utilisable dans de nombreux cas, à cause de son expressivité
réduite.
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Pour pallier ce problème, il faut généraliser le langage AFF. Nous pouvons alors par exemple le
généraliser pour autoriser la présence de certaines disjonctions (inclusives) dans les formules. Ainsi,
un langage constitué de disjonctions de formules affines AFF[∨] a-t-il été proposé dans [FM08b]. Il
a été montré qu’un tel langage est complet pour la logique propositionnelle. Cependant, l’ajout de la
disjonction à ce langage implique la perte de quelques transformations telles ∧C et ¬C ainsi que la perte
de beaucoup de requêtes, telles VA, IM, EQ, SE et le comptage de modèles CT qui est la principale
requête qui nous intéresse.

Nous présenterons au chapitre prochain d’autres généralisations de AFF permettant de pallier son
incomplétude, tout en préservant CT.

3.3 Résultats de la carte de compilation

Le tableau 3.1 résume les requêtes satisfaites par les langages que nous avons présentés. Nous re-
marquons que le langage NNF ne satisfait aucune requête considérée sauf si P=NP. Le langage CNF ne
vérifie que le test de validité et le test d’impliquant. Ces deux langages ne sont donc pas intéressants en
tant que langages cibles pour la compilation. Le langage AFF satisfait toutes les requêtes, cependant il
n’est pas complet pour la logique propositionnelle et ne peut donc pas être considéré comme un langage
cible pour la compilation exacte de certaines formules. Les langages d-DNNF et OBDD< sont deux lan-
gages satisfaisant le comptage de modèles (CT) et donc les plus intéressants (parmi ceux présentés plus
haut) quand on se focalise sur cette requête.

L CO VA CE IM EQ SE CT ME

NNF ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
CNF ◦ √ ◦ √ ◦ ◦ ◦ ◦
DNF

√ ◦ √ ◦ ◦ ◦ ◦ √

DNNF
√ ◦ √ ◦ ◦ ◦ ◦ √

d-DNNF
√ √ √ √

? ◦ √ √

FBDD
√ √ √ √

? ◦ √ √

OBDD<
√ √ √ √ √ √ √ √

AFF
√ √ √ √ √ √ √ √

AFF[∨] √ ◦ √ ◦ ◦ ◦ ◦ √

TABLE 3.1 – Requêtes.
√

signifie “satisfait” et ◦ signifie “ne satisfait pas sauf si P = NP.”

Le tableau 3.2 résume les transformations que vérifient les langages que nous avons présentés. Nous
remarquons que tous ces langages satisfont le test de conditionnement (CD). Le langage NNF vérifie
toutes les transformations sauf l’oubli (FO). Le langage d-DNNF ne vérifie que le conditionnement, tan-
dis que le langage OBDD< vérifie toutes les transformations sauf l’oubli, la conjonction et la disjonction.
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L CD FO SFO ∧C ∧BC ∨C ∨BC ¬C
NNF

√ ◦ √ √ √ √ √ √

CNF
√ ◦ √ √ √ • √ •

DNF
√ √ √ • √ √ √ •

DNNF
√ √ √ ◦ ◦ √ √ ◦

d-DNNF
√ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ?

FBDD
√ • ◦ • ◦ • ◦ √

OBDD<
√ ◦ √ ◦ √ ◦ √ √

AFF
√ √ √ √ √

! ! !

AFF[∨] √ ◦ √ ◦ ◦ ◦ ◦ √

TABLE 3.2 – Transformations.
√

signifie “satisfait”, • signifie “ne satisfait pas” et ◦ signifie “ne satisfait
pas sauf si P = NP”.
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Les arbres de décision affine
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Dans ce chapitre, nous définissons une nouvelle famille de langages cibles pour la compilation de
connaissances, offrant le comptage de modèles. Nous nous focalisons sur trois langages particuliers : le
langage des arbres de décision affine étendus (EADT∧), et ses sous-ensembles, à savoir le langage des
arbres de décision affine (ADT) et le langage des arbres de décision étendus (EDT). Comme leurs noms
l’évoquent, ces langages ont en commun le fait de regrouper des formules dont la forme est arborescente.
Chacun de ces langages est un sur-ensemble du langage DT défini au chapitre précédent.

Dans la suite de ce chapitre, nous définissons formellement chacun de ces langages. Nous étudions
leurs propriétés de façon à pouvoir les situer dans la carte de compilation. Nous comparons ces nouveaux
langages aux langages principaux déjà placés dans la carte de compilation et offrant CT. Nous décrivons
ensuite un algorithme permettant de compiler une formule CNF en EADT∧. L’efficacité de cet algorithme
a été évaluée expérimentalement et nous présentons les résultats expérimentaux obtenus. Sur cette base,
nous avons pu comparer la compilation en EADT∧ à d’autres approches de compilation ainsi qu’un
compteur de modèles direct faisant état de l’art. Ce travail a donné lieu à une publication dans les actes
de la conférence IJCAI 2013 [KLMT13].

Dans la carte de compilation des formules propositionnelles, peu de langages cibles offrent la requête
CT, c’est-à-dire sont munis d’algorithmes en temps polynomial pour compter les modèles d’une formule.
Parmi eux figurent principalement les langages d-DNNF et ses sous-ensembles, Decision-DNNF,
OBDD<, mais aussi DT, ainsi que le langage représentant l’ensemble des modèles MODS. Comme nous
l’avons déjà évoqué, MODS n’est que rarement utilisable en pratique, il est en effet un langage peu efficace
d’un point de vue de l’efficacité spatiale. Un langage intéressant pour le comptage de modèles est DT,
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le langage des arbres de décision ; cependant, il est lui aussi peu efficace dun point de vue spatial. Le
langage AFF des formules affines permet le comptage de modèles en temps polynomial, mais il n’est
pas complet pour la logique propositionnelle : il souffre donc d’un déficit d’expressivité, ce qui rend son
utilisation délicate (que faire si l’information disponible n’est pas représentable comme une formule de
AFF ?).

L’idée directrice qui a conduit à la définition du langage ADT des arbres de décision affine a été de
combiner les principes qui sont à la base des formules affines (l’utilisation de clauses affines) et des
arbres de décision (la prise en compte de nœuds de décision organisés en arbre). Pour généraliser les
arbres de décision, nous étendons les nœuds de décision standard à des nœuds de décision affine, c’es-à-
dire associés à des clauses affines. Le langage EADT∧ des arbres de décision affine étendus a ensuite été
défini en autorisant dans les formules la présence de nœuds de conjonction vérifiant une forme forte de
décomposabilité. Enfin, le langage EDT des arbres de décision étendus peut être vu comme la restriction
de EADT∧ au cas où les nœuds de décision sont tous standard.

4.1 Les réseaux de décision affine (ADN)

Commençons par définir un langage très général, le langage ADN des réseaux de décision affine, qui
va servir de langage de base pour définir la sémantique des formules de ces sous-ensembles qui vont
plus particulièrement nous intéresser, ADT, EADT∧, et EDT. Tout comme NNF, ADN n’est pas un langage
cible intéressant car il ne vérifie pas CT. Son introduction sert essentiellement à fixer un cadre et des
notions utiles.

ADN (et ses sous-ensembles ADT et EADT∧) se base sur un nouveau type de nœud, les nœuds de
décision affine, définis comme suit :

Définition 53 (Nœud de décision affine) Une nœud de décision affine est un nœud de décision binaire
de la forme N = 〈δ,N−, N+〉 où δ est la clause affine étiquetant N et N− (respectivement N+) est le
fils gauche (respectivement droit) de N . N− représente la branche dans laquelle la clause affine δ ⊕ ⊤
sera considérée comme vraie, et N+ la clause affine δ sera considérée comme vraie.

Exemple 51 Soit N = 〈δ,N−, N+〉 le nœud de décision affine représenté par la figure suivante :

x3 ⊕ x4 ⊕ x8

N− N+

La clause affine x3⊕x4⊕x8 est la clause affine δ de N . Le fils gauche du nœud, représenté en pointillés,
N− est le fils où la clause affine δ ⊕ ⊤ sera considérée comme vraie. Dans notre cas, la clause affine
considérée comme vraie dans N− est donc x3 ⊕ x4 ⊕ x8 ⊕⊤. Les formules affines Σ formées sur le fils
gauche de ce nœud contiendront cette clause affine, autrement dit, nous avons Σ ∧ (x3 ⊕ x4 ⊕ x8 ⊕⊤).
Le fils droit, représenté par un trait plein, N+ est le fils où la clause affine δ est considérée comme vraie.
Dans notre cas, la clause x3 ⊕ x4 ⊕ x8 sera prise en compte dans N+.

Comme pour les nœuds de décision habituels, un nœud de décision affine correspond à une disjonc-
tion déterministe de deux conjonctions :
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Exemple 52 Le nœud de décision affine N = 〈δ,N−, N+〉 correspond à la formule propositionnelle
suivante :

∨

∧ ∧

δ ⊕⊤ N− δ N+

Un réseau de décision affine est un graphe dont les nœuds internes sont des nœuds de disjonction,
de conjonction ou de décision affine. Le langage contenant ces réseaux est défini formellement de la
manière suivante :

Définition 54 (ADN) Un réseau de décision affine (ADN) est un graphe orienté fini sans circuit (DAG)
ne comportant qu’une racine, où les feuilles sont étiquetées par ⊤ ou ⊥, et les nœuds internes sont des
nœuds de conjonction ou de disjonction (avec un nombre arbitraire mais fini de fils) ou des nœuds de
décision affine.

Afin de comparer les différents langages en terme d’efficacité spatiale, il est nécessaire de définir la
notion de taille d’une formule. Alors que la taille d’une formule NNF est donnée par son nombre d’arcs,
la taille |∆| d’une formule ADN ∆ est définie de la manière suivante :

Définition 55 (Taille d’un ADN) La taille |∆| d’une formule ADN∆ est la somme de son nombre d’arcs
et de la taille cumulée des clauses affines utilisées pour étiqueter les nœuds de décision affine.

Nous notons R∆ la racine du graphe représentant une formule ADN∆. Soit ∆ une formule ADN et N
un nœud de ∆, nous notons ∆N la sous-formule de ∆ représentée par la formule ADN ayant pour nœud
racine N .

Exemple 53 Soit la formule propositionnelle Σ suivante : (x1∨x2)∧ (¬x1∨¬x2)∧ (¬x2∨x3)∧ (x2∨
¬x3) ∧ (x4 ∨ x5 ∨ x6) ∧ (x5 ∨ x7). La formule ADN∆ suivante est une représentation de Σ sous forme
ADN.
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∧

x1 ⊕ x2 x4 ⊕ x5 ⊕ x6

⊥ x2 ⊕ x3 x5 ⊕ x6 x5 ⊕ x6

⊤ ⊥ x6 ⊕ x7 x6 ⊕ x7 x6 ⊕ x7

x7 ⊤ x7⊤ ⊤ ⊥

⊥ ⊤ ⊥ ⊤

Nous remarquons que la formule Σ définie dans l’exemple 53 est décomposable. En effet, nous
pouvons la décomposer en deux formules Σ1 et Σ2 portant sur deux sous-ensembles disjoints de Var(Σ).
Nous avons Var(Σ1) = {x1, x2, x3} et Var(Σ2) = {x4, x5, x6, x7}. Les deux formules Σ1 et Σ2

peuvent donc être transformées respectivement en deux formules ADN logiquement équivalentes ∆1 et
∆2 puis être reliées par un nœud ∧ décomposable.

La racine R∆ de la formule ADN ∆ de l’exemple 53 est un nœud ∧ décomposable. Cette formule
possède 22 arcs et 19 littéraux. Donc |∆| = 22 + 19 = 41.

Pour tout nœud N d’une formule ADN ∆, l’ensemble V ar(N) des variables constituant la formule
ADN ∆N enracinée en N , est défini de manière inductive comme :

— si N est une feuille, alors V ar(N) = ∅ ;
— si N est un nœud de décision affine N = 〈δ,N−, N+〉, alors V ar(N) = var(δ) ∪ V ar(N−) ∪

V ar(N+) ;
— si N est un nœud ∧ (respectivement un nœud ∨) ayant comme fils N1, . . . , Nk, alors V ar(N) =
∪ki=1V ar(Ni).

L’ensemble V ar(∆) des variables d’une formule ADN∆ est ainsi égal à l’ensemble des variables de
la racine R∆ de ∆. V ar(R∆) peut être calculé en temps linéaire en la taille de ∆. En effet, ce calcul
peut être effectué par un simple parcours du graphe ∆.

Exemple 54 Soit la formule ADN Σ de l’exemple précédent, l’ensemble des variables de la formule ADN
Σx1⊕x2 , la sous-formule de Σ dont le nœud racine est le nœud x1⊕x2, est V ar(Σx1⊕x2) = {x1, x2, x3}.
De même, nous avons V ar(Σ) = V ar(RΣ) = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7}.

Toute formule ADN ∆ est interprétée comme une formule propositionnelle I(∆) sur les variables
V ar(∆), avec I(∆) = I(R∆) défini de manière inductive par :

— si N est une feuille étiquetée par ⊤ (respectivement ⊥), alors I(N) = ⊤ (respectivement ⊥) ;
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— si N est un nœud de décision affine N = 〈δ,N−, N+〉, I(N) = ((δ⊕⊤)∧I(N−))∨(δ∧I(N+)) ;
— si N est un nœud ∧ (respectivement ∨) ayant pour fils N1, . . . , Nk, alors I(N) =

∧k
i=1 I(Ni)

(respectivement
∨k

i=1 I(Ni)).
Notons qu’un nœud de décision affine étiqueté par la clause affine ca = xi1 ⊕ · · · ⊕ xin divise

les interprétations possibles d’une formule en deux parties égales. En effet, nous aurons d’un côté un
fils dans lequel les seules interprétations possibles seront celles dont un nombre pair de variables de
{xi1, . . . , xin} seront assignées à vrai, et celles dont un nombre impair de variables de {xi1, . . . , xin}
seront assignées à vrai.

Exemple 55 Soit la formule ADN Σ de l’exemple 53. Les interprétations complètes

I1 = {x1,¬x2, x3,¬x4, x5, x6, x7}
I2 = {x1, x2, x3, x4,¬x5, x6,¬x7}

sont respectivement modèle et contre-modèle de Σ.

Nous rappelons que le nombre de modèles d’une formule ADN ∆ sur V ar(∆) est noté ‖∆‖. Par
exemple, le nombre de modèles de la formule considérée dans l’exemple 53 précédent est ‖Σ‖ = 22.

Il est important de noter que le langage DAG-NNF est traduisible en temps polynomial en un sous-
ensemble de ADN, dans lesquels les nœuds de décision affine ne possèdent que des feuilles comme fils. En
effet, chaque nœud étiqueté par un littéral positif x (respectivement négatif ¬x) d’une formule DAG-NNF
est équivalent à un nœud de décision affine N étiqueté par x, tel que N− = ⊥ (respectivement N− = ⊤)
et N+ = ⊤ (respectivement N+ = ⊥).

En conséquence, le langage ADN est un langage de représentation très succinct. A contrario, il offre
peu de requêtes parmi celles considérées dans la carte de compilation. En effet, comme il est possible de
transformer en temps polynomial n’importe quelle formule DAG-NNF en formule ADN, si une requête
n’est pas offerte par DAG-NNF, elle ne l’est pas non plus pour ADN. Or, nous avons vu au chapitre 3.2
que DAG-NNF n’offre aucune requête de la carte de compilation.

Ainsi, ADN ne satisfait pas le comptage de modèles CT (sauf si P = NP) ni même le test de cohérence
CO.

C’est pourquoi nous allons par la suite nous concentrer sur des sous-ensembles du langage ADN.

4.1.1 Les graphes de décision affine (ADG) et les arbres de décision affine étendus géné-
ralisés

Restreindre les nœuds de conjonction et de disjonction (qui ne participent pas à des nœuds de déci-
sion) à être des nœuds décomposables conduit au langage ADG des graphes de décision affine :

Définition 56 (ADG) Une formule ADG est une formule ADN dans laquelle les nœuds internes sont des
nœuds de décomposition affine et des nœuds de conjonction décomposables.

Imposer en plus aux formules considérées d’avoir une forme arborescente conduit au langage GEADT
des arbres de décision affine étendus généralisés :

Définition 57 (GEADT) Une formule GEADT est une formule ADG dont la forme est arborescente.
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La restriction qui consiste à ne considérer dans les formules que des nœuds de décision et des nœuds
de conjonction décomposables conduit, quand on l’applique au langage NNF, au langage Decision-DNNF,
qui est un langage cible intéressant. Elle ne suffit toutefois pas à définir un langage cible qui a de l’intérêt
quand on les applique au langage ADN. En effet, ni le langage ADG, ni son sous-ensemble GEADT ne
satisfait le test de cohérence :

Proposition 3 GEADT ne satisfait pas CO.

Preuve 1 Soit Σ =
∧n

i=1(li,1 ∨ li,2 ∨ li,3) une formule 3-CNF quelconque. Nous montrons qu’il est
possible de traduire Σ en temps polynomial en une formule GEADT qui est équivalente à Σ. Soit α la
formule affine donnée par α =

∧

v∈V ar(Σ)

∧n
i=1(v ⊕ ¬vi). Autrement dit, pour toute variable v de Σ,

nous créons n nouvelles variables vi logiquement équivalentes à v.
Soit ∆ la formule CNF telle que ∆ =

∧n
i=1(l

i
i,1∨ lii,2∨ lii,3). ∆ peut être vue comme la formule 3-CNF

Σ dans laquelle chaque occurrence de variable est renommée pour être indicée par le rang de la clause
où elle apparaît. ∆ est donc une conjonction décomposable de clauses. Par ailleurs, il est possible de
transformer toute clause en une formule DT (donc GEADT) en temps polynomial (voir l’exemple 56). En
effet, pour cela, il suffit de considérer un littéral l = x (respectivement l = ¬x) de la clause, de créer un
nœud de décision 〈x,N−, N+〉, où N+ (respectivement N−) est la feuille ⊤ et N− est la racine d’une
représentation dans DT de la clause privée du littéral l (la clause vide étant représentée par la feuille
⊥). Ainsi, ∆ peut être traduite en temps polynomial en une formule équivalente qui s’écrit comme une
conjonction décomposable de formules DT.

Comme α est un formule affine, nous pouvons facilement la traduire, elle aussi, en temps polynomial
en une formule GEADT qui ne contient pas de nœud de conjonction (hormis ceux correspondant aux
nœud de décision affine). Il suffit de considérer la formule obtenue en choisissant d’abord une clause
affine αi = v ⊕ vi de α, puis en créant un un nœud de décision affine 〈v ⊕ vi, N−, N+〉, où N− = ⊥ et
N+ est la racine d’une formule de même nature, représentant la formule α privée de la clause affine αi

(et pour la dernière clause affine de α considérée, on définit N+ = ⊤). Voir encore l’exemple 56.
Remarquons maintenant que Σ est cohérente si et seulement si α ∧∆ est cohérente.
Enfin, la conjonction des représentations en GEADT de ces deux formules peut être réalisée en temps

polynomial : il suffit de remplacer chaque feuille ⊤ de la représentation de α par la racine d’une co-
pie de la représentation en GEADT de ∆. Nous avons donc défini un algorithme en temps polynomial
pour traduire toute formule 3-CNF Σ en une formule GEADT qui est cohérente si et seulement si Σ est
cohérente. Cela prouve que le langage GEADT ne satisfait pas le test de cohérence CO sauf si P = NP.

Exemple 56 Soit x ∨ ¬y ∨ z une clause de taille 3. Une formule DT équivalente est la suivante :

x y z ⊥

⊤ ⊤ ⊤

Soit α =
∧n

i=1(vi1 ⊕ vi2) une formule affine composée de n clauses affines. La formule suivante est une
représentation GEADT de α qui ne contient pas de nœud de conjonction :

v11 ⊕ v12 . . . vn1 ⊕ vn2 ⊤

⊥ ⊥
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A fortiori, le langage ADG ne satisfait pas la requête CO. Par conséquent, ni GEADT ni ADG ne
satisfont CT.

4.1.2 Le langage des arbres de décision affine étendus (EADT∧) et ses sous-ensembles

Pour obtenir un langage cible intéressant, il est donc nécessaire d’imposer à ADN des restrictions sup-
plémentaires à celles considérées pour définir le langage GEADT. L’une d’entre elles consiste à renforcer
la condition de décomposabilité portant sur les nœuds de conjonction et elle conduit au langage EADT∧
des arbres de décision affine étendus.

Les arbres de décision affine étendus (EADT∧)

Le langage EADT∧ s’appuie sur la notion de nœud de conjonction affine décomposable, défini comme
suit :

Définition 58 (Nœud affine décomposable) Soit un nœud de conjonction N ayant pour fils N1, . . . , Nk

dans une formule ADN ∆. N est affine décomposable si et seulement si :
(1) pour tout i, j ∈ 1, . . . , k, si i 6= j, alors V ar(Ni) ∩ V ar(Nj) = ∅, et
(2) il existe au plus un fils Ni de N tel que pour tout nœud de décision affine N ′ = 〈δ,N−, N+〉 de

∆ qui est un ancêtre de N et pour lequel la clause affine δ n’est pas réduite à un littéral, nous
avons V ar(Ni) ∩ var(δ) 6= ∅.

Si nous ne prenons en compte que la première condition de la définition des nœuds affines décompo-
sables, alors le nœud N est (classiquement) décomposable.

Définition 59 (EADT∧) Une formule EADT∧ est une formule GEADT dont les nœuds de conjonction (qui
ne participent pas aux nœuds de décision) sont affines décomposables. 2

Exemple 57 Par exemple, la formule CNF Σ = (¬x∨y∨¬z)∧ (x∨y∨z)∧ (y∨ t∨u) est logiquement
équivalente à la formule EADT∧ suivante :

y

∧ ⊤

x⊕ z

⊥ ⊤

t⊕ u

u ⊤

⊥ ⊤

2. Ce langage est la restriction du langage EADT défini dans [KLMT13] pour laquelle les nœuds ∨ décomposables ne sont
pas utilisés (Nous faisons le choix de nous focaliser sur cette restriction dans la mesure où notre compilateur cible précisément
le langage EADT∧).
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Nous montrons un peu plus loin dans le chapitre que EADT∧ vérifie CT. Avant cela, introduisons
deux restrictions utiles du langage EADT∧.

Les arbres de décision affine (ADT)

Les formules de ADT sont les arbres de décision affine :

Définition 60 (ADT) Une formule ADT est une formule EADT∧ dans laquelle on ne trouve aucun nœud
de conjonction, sauf ceux issus des nœuds de décision.

Ainsi, il est possible de considérer ce langage comme une extension du langage DT dans laquelle les
nœuds de décision standard sont généralisés en des nœuds de décision affine.

Exemple 58 La formule CNF Σ = (¬x∨ y∨¬z)∧ (x∨ y∨ z)∧ (y∨ t∨u) est logiquement équivalente
à la formule ADT suivante :

x⊕ y ⊕ z

y y ⊕ t

⊥ ⊤ t⊕ u ⊤ ←

u ⊤

⊥ ⊤

Chaque chemin entre la racine R∆ d’une formule ADT∆ et une feuille de ∆ est associé à une formule
affine, la conjonction des clauses affines rencontrées sur le chemin. À titre d’illustration, sur l’exemple
58, considérons le chemin conduisant à la feuille repérée par une flèche : comme la feuille est étiquetée
par ⊤, la formule affine qui correspond à ce chemin est (x ⊕ y ⊕ z) ∧ (y ⊕ t). Tout nœud de décision
affine étant, par définition, un nœud de disjonction déterministe, une formule ADT peut être vue comme
une disjonction déterministe de formules affines.

Les arbres de décision étendus (EDT)

Le langage EDT des arbres de décision étendu est un autre sous-ensemble de EADT∧, dans lequel les
nœuds internes sont soit des nœuds de décision affine unitaire (i.e., des nœuds de décision classiques)
soit des nœuds de conjonction classiquement décomposables :

Définition 61 (EDT) Une formule EDT est une formule EADT∧ dans laquelle tous les nœuds de décision
sont des nœuds de décision standard.

Le langage EDT peut donc être vu comme une extension du langage DT dans laquelle les nœuds
internes des formules peuvent aussi être des nœuds de conjonction décomposables.

74



4.1. Les réseaux de décision affine (ADN)

Exemple 59 La formule CNF Σ = (¬x∨ y∨¬z)∧ (x∨ y∨ z)∧ (y∨ t∨u) est logiquement équivalente
à la formule EDT suivante :

y

∧ ⊤

x

z

⊥ ⊤

z

⊤ ⊥

t

u ⊤

⊥ ⊤

Le langage EDT peut donc aussi être vu comme la restriction du langage Decision-DNNF (que
nous avons présenté au chapitre 3), aux formules dont la forme est arborescente.

Quelques propriétés du langage EADT∧ et de ses sous-ensembles

Nous mettons maintenant en évidence quelques propriétés simples du langage EADT∧ et de ses sous-
ensembles, qui concernent leur efficacité spatiale et leur expressivité. Tout d’abord, nous prouvons que
pour le langage des termes TE et celui des clauses CL (tous deux définis au chapitre 3.2), il existe un
algorithme de traduction en temps polynomial vers le langage DT, donc a fortiori vers ses sur-ensembles
ADT, EDT et EADT∧.

Considérons d’abord le langage TE des termes. Soit γ un terme quelconque. Si γ est le terme vide ou
la constante⊤, γ équivaut à la formule DT réduite à la feuille⊤. Si γ contient⊥, γ équivaut à la formule
DT réduite à la feuille ⊥. Sinon nous choisissons un littéral l de variable x apparaissant dans γ, nous
créons un nœud de décision N = 〈xi, N−, N+〉. Si la polarité de x dans γ est positive (respectivement,
négative), alors N− (respectivement, N+) est la feuille⊥ et N+ (respectivement, N−) est la racine d’une
représentation DT du terme obtenu en retirant l de γ. Cet algorithme de construction est clairement en
temps linéaire dans la taille de γ.

Exemple 60 Par exemple, voici le terme x1 ∧ x2 ∧ ¬x3 une fois compilé en formule DT :

x1

⊥ x2

⊥ x3

⊤ ⊥
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Par dualité, l’algorithme de traduction de CL vers DT est similaire. Soit δ une clause quelconque. Si
δ est la clause vide ou la constante ⊥, δ équivaut à la formule DT réduite à la feuille ⊥. Si δ contient
⊤, δ équivaut à la formule DT réduite à la feuille ⊤. Sinon nous choisissons un littéral l de variable x
apparaissant dans δ, nous créons un nœud de décision N = 〈xi, N−, N+〉. Si la polarité de x dans δ est
positive (respectivement, négative), alors N+ (respectivement, N−) est la feuille ⊤ et N− (respective-
ment, N+) est la racine d’une représentation DT de la clause obtenue en retirant l de δ. Cet algorithme
de construction est clairement en temps linéaire dans la taille de δ.

Exemple 61 La clause ¬x1 ∨ x2 ∨ x3 correspond à la formule DT suivante :

x1

⊤ x2

⊤x3

⊥ ⊤

Le langage AFF est lui polynomialement traduisible vers ADT, donc vers EADT∧. En effet, comme
nous l’avons remarqué précédemment, tout chemin entre la racine R∆ d’un ADT ∆ et une feuille de ∆
représente une formule affine. Donc une formule affine Σ =

∧k
i=1 δi où chaque δi (i in1, . . . , k) est une

clause affine, est équivalente à la formule ADT sous forme de « peigne » suivante :

δ1

⊥ δ2

⊥ . . .

δk

⊥ ⊤

Pour construire une telle formule ADT à partir de Σ, Il suffit en effet de parcourir la formule affine
et pour chaque clause affine δi, nous créons un nœud N = 〈δi, N−, N+〉 où N− est la feuille ⊥ et N+

est la racine d’une représentation ADT de la formule affine obtenue en retirant δi de Σ (et la conjonction
vide de clauses affines est représentée par la feuille ⊤ comme il se doit).

Contrairement aux langages TE, CL et AFF, le langage DT et ses sur-ensembles ADT, EDT et EADT∧
sont des langages complets pour la logique propositionnelle. Cela vient simplement du fait que le langage
des arbres de décision binaire « standard » DT est un langage complet et qu’il est un sous-ensemble de
ADT, de EDT, et donc de EADT∧.

La propriété de complétude est aussi satisfaite par le langage des arbres de décision ordonnés (ODT<),
le sous-ensemble de DT des formules ∆ où chaque chemin de la racine aux feuilles de ∆ respecte un
ordre strict et total < sur l’ensemble des variables. Il apparaît clairement que ODT< est également un
sous-ensemble de OBDD< (plus précisément, ODT< est l’intersection des langages DT et OBDD<). Il est
aisé de montrer que les langages CL et TE sont polynomialement traduisibles vers OBDD<. Comme ODT<
est un sous-ensemble de OBDD<, le langage des arbres de décision réduits possède une propriété intéres-
sante de canonicité : deux formules logiquement équivalentes ont la même représentation en ODT<, une
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fois réduite (où seule la règle d’élimination des variables redondantes est appliquée). Cette propriété de
canonicité n’est pas offerte par les langages DT, ADT, EDT et EADT∧.

4.2 Extension de la carte de compilation

Dans cette section, nous analysons les langages introduits dans la section précédente, i.e., le langage
des arbres de décision affine (ADT), celui des arbres de décision étendus (EDT) et celui des arbres de
décision affine étendus (EADT∧), selon les critères utilisés dans la carte de compilation des formules
propositionnelles. Nous nous efforçons donc de déterminer si ces langages satisfont ou non les requêtes
et des transformations proposées dans la carte de compilation [DM02]. Nous évaluons aussi l’efficacité
spatiale de ces langages.

Les langages des arbres de décision (DT) et des arbres de décision ordonnés (ODT<) quoique bien
connus n’ont pas été insérés dans la carte de compilation. Pour cette raison et vu la proximité avec les
langages introduits, nous avons décidé de les ajouter à notre étude.

Montrons tout d’abord comment toute formule EADT∧ ∆ peut être traduite en temps linéaire en un
arbre T (∆) où les nœuds internes sont des nœuds ∧ décomposables ou des nœuds ∨ déterministes à
deux fils, et les feuilles sont étiquetées par des formules affines. La première étape consiste à propager
de la racine vers les feuilles les valeurs de vérité des variables de décision, i.e., celles qui apparaissent
dans des nœuds de décision standard. Plus précisément, si N = 〈x,N−, N+〉 est un nœud de décision
de ∆ alors toute occurrence de x dans la sous-formule de ∆ enracinée en N− (respectivement, N+) est
remplacée par ⊥ (respectivement, ⊤) (et les clauses affines ainsi modifiées sont simplifiées). Une fois
cela réalisé, on est sûrs qu’aucune occurrence de x n’existe dans toute formule enracinée à un nœud qui
est un descendant d’un nœud de décision portant sur x.

La seconde étape consiste à propager de la racine vers les feuilles de l’arbre obtenu les clauses
affines que l’on rencontre. Formellement, on associe à chaque nœud de l’arbre un attribut hérité a dont
la valeur est l’ensemble des clauses affines collectées. Pour la racine de l’arbre, cet attribut vaut ∅. Si
N = 〈δ,N−, N+〉 est un nœud de décision affine, δ ⊕ ⊤ est propagée vers N− et δ vers N+, c’est-
à-dire a(N−) = a(N) ∪ {δ ⊕ ⊤} et a(N+) = a(N) ∪ {δ}. N est alors remplacé par un nœud de
disjonction (qui par construction va être déterministe). Si N est un nœud de conjonction

∧k
i=1Ni qui est

donc forcément affine décomposable, alors s’il existe un fils Nj de N tel que Var(Nj) ∩ a(N) 6= ∅,
on propage les clauses collectées vers Nj , c’est-à-dire a(Nj) = a(N) et pour tout autre fils Ni de N
(i ∈ {1, . . . , k}, i 6= j), on a a(Ni) = ∅ ; sinon, on propage les clauses collectées vers N1, c’est-à-dire
a(N1) = a(N) et pour tout autre fils Ni de N (i ∈ {1, . . . , k}, i 6= 1), on a a(Ni) = ∅. Le nœud de
conjonction N est conservé.

Une fois cela effectué, l’arbre T (∆) est obtenu en remplaçant chaque feuille N étiquetée par ⊤ par
la formule affine qui est la conjonction des clauses de a(N) et en conservant chaque feuille N étiquetée
par ⊥ (qui est une formule affine).

Les langages ADT et EDT étant tous deux des sous-ensembles de EADT∧, la traduction T peut aussi
être appliquée à leurs éléments. Quand ∆ est une formule ADT, T (∆) est simplement une disjonction
déterministe de formules affines et quand ∆ est une formule EDT, T (∆) est simplement une formule
DNF déterministe.

L’exemple suivant illustre la façon dont la traduction T opère.
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Exemple 62 Soit la formule EADT∧ ∆ suivante :

x1 ⊕ x2 ⊕ x3

∧ x3 ⊕ x4

x1 ⊕ x3 x4 ⊕ x5

⊤ ⊥
⊥ ⊤ ⊤ ⊥

La formule T (∆) obtenue est représentée par l’arbre suivant :

∨

∧ ∨

∨ ∨ (x1 ⊕ x2 ⊕ x3) ∧
(x3 ⊕ x4 ⊕⊤) ⊥

⊥ (x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕⊤) ∧
(x1 ⊕ x3)

x4 ⊕ x5 ⊕⊤ ⊥

4.2.1 Les requêtes

Nous commençons par déterminer les requêtes qu’offrent les langages considérés. Comme EADT∧
(respectivement ADT) est un sur-ensemble de EDT, ADT, DT et ODT< (respectivement, de DT et ODT<),
chaque fois que EADT∧ satisfait une requête, cette requête est aussi satisfaite par tous ses sous-ensembles.
On utilisera aussi la contraposée de cette implication : lorsqu’un sous-ensemble d’un langage donné
n’offre pas une requête, ce langage ne satisfait pas non plus la requête.

Le comptage de modèles (CT)

Dans un premier temps, nous montrons que le langage des arbres de décision affine étendus permet
le comptage de modèles. En s’appuyant sur la transformation T précédente, il est facile de montrer que
EADT∧ satisfait la requête CT.

Proposition 4 EADT∧ satisfait CT.

Preuve 2 La preuve est par induction structurelle sur la formule T (∆) obtenue après traduction en
temps polynomial de la formule EADT∧ ∆. Premièrement, nous avons vu au chapitre 3 que le nombre de
modèles ‖φ‖ d’une formule affine φ peut être calculé en temps polynomial. Cela résout le cas de base où
φ est une formule affine. Ensuite, par induction :

78



4.2. Extension de la carte de compilation

— si φ =
∧k

i=1 φi (où
∧

est un nœud ∧ affine décomposable), alors

‖φ‖ =
k
∏

i=1

‖φi‖

— si φ = φ1 ∨ φ2 (où ∨ est un nœud ∨ déterministe), alors

‖φ‖=‖φ1‖ × 2|Var(φ2)\Var(φ1)| + ‖φ2‖ × 2|Var(φ1)\Var(φ2)|

Le calcul de ‖T (∆)‖ = ‖∆‖ s’effectue donc en ordre topologique inverse, des feuilles de T (∆)
vers sa racine. Chaque feuille de l’arbre est associée à une formule affine. Il suffit donc d’appliquer
l’algorithme du pivot de Gauss à afin d’en déterminer le nombre de modèles. Ensuite, nous remontons
ce nombre aux ancêtres des nœuds jusqu’à la racine de l’arbre (formellement, on calcule la valeur d’un
attribut synthétisé). Si le nœud père est un nœud ∧ décomposable, alors nous multiplions le nombre
retourné par chacun de ses fils et ce nombre est retourné à son père. Sinon c’est un nœud ∨ déterministe :
nous normalisons le nombre de modèles retourné par ses fils et nous additionnons les nombres de modèles
et ce nombre est retourné à son père. Ce processus est itéré jusqu’à la racine de T (∆) et le nombre obtenu
à la racine représente bien le nombre de modèles de la formule EADT∧ ∆.

Nous avons donc un algorithme en temps polynomial permettant de calculer le nombre exact de
modèles d’une formule EADT∧. En conséquence, le langage EADT∧ et ses sous-ensembles, ADT, EDT,
DT et ODT< offrent CT, le comptage du nombre de modèles.

La cohérence (CO) et la validité (VA)

Une conséquence triviale du fait que EADT∧ et ses sous-ensembles, ADT, EDT, DT et ODT< satisfont
CT est qu’ils satisfont aussi CO et VA. En effet, la requête de cohérence consiste à déterminer si le
nombre de modèles est différent de zéro. La requête de validité, quant à elle, revient à déterminer si le
nombre de modèles d’une formule Σ portant sur n variables est égal à 2n.

L’implication clausale (CE)

Un langage vérifie le test d’implication clausale si et seulement si il existe un algorithme en temps
polynomial qui, pour toute formule Σ du langage et pour toute clause δ, retourne vrai si Σ |= δ et faux
sinon. Si δ est une clause valide (ce que l’on peut tester en temps polynomial), alors Σ |= δ est vérifié.
On peut donc s’intéresser seulement au cas où δ n’est pas valide. On sait que l’on a Σ |= δ si et seulement
si Σ ∧ ¬δ est contradictoire. La requête de l’implication clausale, Σ |= δ, revient donc à déterminer si la
formule Σ∧¬δ est incohérente. Comme δ est une clause de la forme l1∨· · ·∨ lk, la formule ¬δ équivaut
à un terme γ de la forme l̄1∧· · ·∧ l̄k, où l̄i (i ∈ {1, . . . , k}) est le littéral complémentaire de li. On a donc
Σ |= δ si et seulement si Σ∧γ est cohérente. De plus, γ est un terme cohérent puisque δ n’est pas valide.
On sait aussi que Σ ∧ γ équivaut à (Σ | γ) ∧ γ. Comme cette conjonction est décomposable et que γ est
cohérent, on a (Σ | γ)∧γ cohérent si et seulement si Σ | γ est cohérent. De ce fait, tout langage vérifiant
le test de cohérence CO et le conditionnement CD satisfait l’implication clausale [DM02]. Puisque le
langage EADT∧ satisfait le test de cohérence et, comme nous le verrons ensuite, satisfait aussi CD (voir
4.2.2), EADT∧ offre la requête de l’implication clausale CE. Cette requête est donc aussi offerte par ses
sous-ensembles ADT, EDT, DT et ODT<.

Le test d’impliquant (IM)

Un langage vérifie le test d’impliquant si et seulement si il existe un algorithme en temps polynomial
qui, pour toute formule Σ du langage et pour tout terme γ, retourne vrai si γ |= Σ et faux sinon. Si le
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terme γ est incohérent, alors on sait que γ |= Σ est toujours vrai. Nous nous intéressons donc au cas où
γ est cohérent. Vérifier si un terme cohérent γ implique une formule Σ, revient à vérifier si la formule
¬γ∨Σ est valide. Or, la formule ¬γ∨Σ est logiquement équivalente à la formule ¬γ∨ (γ∧Σ). Comme
nous l’avons rappelé ci-dessus, γ étant un terme, la formule γ∧Σ est équivalente à γ∧(Σ | γ). La formule
¬γ ∨ Σ est donc équivalente à ¬γ ∨ (γ ∧ (Σ | γ)), qui équivaut encore à (¬γ ∨ γ) ∧ (¬γ ∨ (Σ | γ)),
donc à ¬γ ∨ (Σ | γ). Comme Σ | γ et ¬γ ne partagent aucune variable, leur disjonction est valide si et
seulement si Σ | γ est valide ou ¬γ est valide. Comme γ est cohérent, ¬γ ne peut pas être valide. Par
conséquent, déterminer si la formule ¬γ ∨ Σ est valide revient à tester si Σ | γ est valide.

Donc si le langage considéré permet le conditionnement en temps polynomial et satisfait le test de
validité en temps polynomial, nous pouvons tester en temps polynomial la validité de Σ | γ. Autrement
dit, tout langage vérifiant le test de validité VA et le conditionnement CD satisfait aussi le test d’implica-
tion clausale [DM02]. Comme le langage EADT∧ satisfait le test de validité et offre le conditionnement,
il offre le test d’impliquant IM. En conséquence, les langages ADT, EDT, DT et ODT< satisfont aussi IM.

L’implication générale (SE)

Le test d’implication générale SE est satisfait par un langage si et seulement si pour toute formule
Σ1 et Σ2 de ce langage, il existe un algorithme en temps polynomial qui retourne vrai si Σ1 |= Σ2, faux
sinon. Nous ne savons pas si EADT∧ et EDT satisfont SE. Nous démontrons en revanche que le langage
des ADT et ses sous-langages DT et ODT< satisfont le test d’implication général en temps polynomial.

Ce résultat vient directement du fait qu’il offre les transformations de conjonction bornée et de néga-
tion et qu’il offre aussi le test de cohérence [DM02]. En effet, soient Σ1 et Σ2 deux formules ADT. Nous
savons que déterminer si Σ2 est impliquée par Σ1 est équivalent à déterminer si la formule Σ1 ∧ ¬Σ2

est incohérente. Or, le langage ADT satisfait les transformations de négation et de conjonction bornée et
offre le test de cohérence. Par conséquent, le langage ADT et ses sous-ensembles DT et ODT< satisfont
le test d’implication générale.

L’équivalence (EQ)

Le problème de déterminer si deux formules des langages EADT∧ ou EDT sont logiquement équiva-
lentes reste lui aussi un problème ouvert. Nous ne savons pas s’il existe ou pas un algorithme en temps
polynomial permettant de répondre à cette question en toute généralité. Néanmoins, on sait que si EADT∧
(respectivement, EDT) satisfait SE, alors EADT∧ (respectivement, EDT) satisfait EQ. En effet, nous sa-
vons que deux formules propositionnelles Σ1 et Σ2 sont logiquement équivalentes si et seulement si nous
avons Σ1 |= Σ2 et Σ2 |= Σ1. Un algorithme pour tester l’équivalence consiste simplement en deux tests
d’implication générale.

Pour cette raison, on sait prouver que ADT vérifie le test d’équivalence. La preuve est triviale et vient
directement du fait que ADT vérifie le test de l’implication générale. En conséquence, ses sous-ensembles
DT et ODT< offrent aussi le test d’équivalence EQ.

L’énumération de modèles (ME)

Tout langage propositionnel qui vérifie le test de cohérence et qui offre le conditionnement permet
aussi d’énumérer les modèles en temps polynomial (dans la taille de son entrée et de l’ensemble des
modèles à énumérer) [DM02] et même avec un délai polynomial. En effet, soit Σ une formule d’un tel
langage. On peut construire en temps polynomial dans la taille de Σ et de l’ensemble de ses modèles, un
arbre binaire T dont les chemins de la racine aux feuilles représentent les modèles de Σ.

Cet arbre peut être construit récursivement de sa racine aux feuilles. Chaque chemin des arbres
obtenus pendant le processus de construction correspond à un terme cohérent sur les variables de Σ. On

80



4.2. Extension de la carte de compilation

commence par tester si Σ est cohérente (ce qui peut donc être déterminé en temps polynomial). Si Σ
est incohérente, alors Σ a un ensemble vide de modèles et il n’y a rien à construire. Sinon on part d’un
arbre T = T0 réduit à une feuille (et qui correspond à la conjonction vide de littéraux). On se donne
un suivant un ordre quelconque (mais total et strict) des variables x1 < x2 < · · · < xn sur V ar(Σ) et
en considérant les variables selon cet ordre, on va s’efforcer de prolonger à chaque étape l’arbre courant
en ajoutant des nœuds et des arcs lorsque les termes correspondants aux chemins étendus sont cohérents
avec Σ. A l’étape i, pour chaque chemin (associé à un terme cohérent γ) de l’arbre courant Ti :

— si Σ | (γ ∧ xi) est cohérent, on étend dans Ti+1 la feuille de Ti associée à γ en ajoutant un arc
étiqueté par xi vers une nouvelle feuille ;

— si Σ | (γ ∧¬xi) est cohérent, on étend en outre dans Ti+1 la feuille de Ti associée à γ en ajoutant
un arc étiqueté par ¬xi vers une nouvelle feuille ;

Comme le langage considéré satisfait le conditionnement et le test de cohérence, chaque étape de
traitement d’une feuille peut être réalisée en temps polynomial. De plus, nous savons qu’au moins un des
deux tests de cohérence sera satisfait puisque Σ est cohérente. Il existe donc au moins un modèle dans
lequel les variables xi sont soit à vrai soit à faux. Finalement, à la fin des itérations, chaque feuille de
l’arbre de décision T = Tn obtenu correspond à un des modèles de Σ (et deux feuilles distinctes à des
modèles distincts).

Comme le langage des EADT∧ satisfait le test de cohérence et le conditionnement, l’algorithme
ci-dessus permet bien d’énumérer les modèles de la formule EADT∧ Σ donnée en entrée, en temps
polynomial dans la taille de Σ et le nombre de modèles de Σ. Donc le langage EADT∧ et ses sous-
langages satisfont la requête ME.

Synthèse des résultats obtenus sur les requêtes

Nous résumons ici l’ensemble des requêtes définies dans la carte de compilation et nous compa-
rons les nouveaux langages introduits aux principaux langages déjà étudiés et situés dans la carte de
compilation. Le tableau 4.1 indique les requêtes offertes par les différents langages.

L CO VA CE IM EQ SE CT ME

EADT∧
√ √ √ √

? ?
√ √

EDT
√ √ √ √

? ?
√ √

ADT
√ √ √ √ √ √ √ √

DT
√ √ √ √ √ √ √ √

ODT<
√ √ √ √ √ √ √ √

d-DNNF
√ √ √ √

? ◦ √ √

OBDD<
√ √ √ √ √ √ √ √

TABLE 4.1 – Requêtes.
√

signifie “satisfait” et ◦ signifie “ne satisfait pas sauf si P = NP.”

Notons que le langage ADT des arbres de décision affine et ses sous-ensembles DT et ODT< satisfont
l’ensemble des requêtes proposées dans la carte de compilation. Ainsi, ADT et ses sous-ensembles sont
équivalents au langage OBDD< du point de vue des requêtes offertes. De même, EADT∧ et son sous-
ensemble EDT sont équivalents au langage d-DNNF pour ce qui est des requêtes pour lesquelles on
connaît des algorithmes en temps polynomial pour les réaliser.

4.2.2 Les transformations

Identifions maintenant les transformations offertes par les langages introduits.
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Le conditionnement (CD)

Nous commençons par montrer que le langage EADT∧ offre la transformation fondamentale qu’est
le conditionnement et qu’il en est de même pour ses sous-ensembles ADT, EDT, DT et ODT<. Pour cela,
nous montrons que le conditionnement de la clause affine étiquetant un nœud affine n’affecte pas les
contraintes supplémentaires utilisées pour définir les sous-langages ADT, EDT, DT et ODT<.

Soient γ un terme cohérent et Σ une formule EADT∧. Lorsque nous remplaçons chaque clause af-
fine δi (qui étiquette un nœud de décision affine de Σ) par δi | γ, nous obtenons une formule EADT∧
équivalente à Σ | γ. En effet, le conditionnement est une opération qui se « distribue » sur les connec-
teurs (il s’agit de remplacer des variables par des constantes booléennes). De plus, il ne remet pas en
cause les propriétés du nœud : le conditionnement d’un nœud de décision préserve la nature de ce nœud,
le conditionnement d’un nœud de conjonction décomposable voire affine décomposable préserve la dé-
composabilité de ce nœud et enfin le conditionnement d’une feuille ne la change pas. Ainsi, nous avons :

— (((δ ⊕⊤) ∧ Σ1) ∨ (δ ∧ Σ2)) | γ ≡ (((δ | γ)⊕⊤) ∧ (Σ1 | γ)) ∨ (((δ | γ) ∧ (Σ2 | γ))) ;
— (Σ1 ∧ · · · ∧ Σk) | γ ≡ (Σ1 | γ) ∧ · · · ∧ (Σk | γ) ;
— ⊥ | γ ≡ ⊥ et ⊤ | γ ≡ ⊤.
La première équivalence dans cette énumération montre que le conditionnement d’un nœud de déci-

sion conduit encore à un nœud de décision : quand δ est une clause affine, δ | γ est encore une clause
affine 3. La deuxième équivalence montre directement que la décomposabilité des nœuds de conjonction
est préservée par le conditionnement : si Σ1, . . . ,Σk ne partagent aucune variable, il en va de même
pour Σ1 | γ, . . . ,Σk | γ puisque le conditionnement d’une formule ne peut qu’éliminer des variables
apparaissant dans celle-ci. Pour la même raison, la décomposabilité affine des nœuds de conjonction est
préservée elle aussi.

Par ailleurs, on observe aisément que le conditionnement d’une formule EADT∧ ne contenant pas de
nœuds de conjonction n’introduit pas de tels nœuds. Autrement dit, le conditionnement d’une formule
ADT produit encore une formule ADT.

Pour ce qui est du langage EDT, on observe facilement que le conditionnement d’un nœud de décision
standard (i.e., un nœud de décision affine unitaire) produit encore un nœud de décision standard : rempla-
cer une variable x par⊤ ou par⊥ ne fait pas croître la taille de la clause affine. Ainsi, le conditionnement
d’une formule EDT produit encore une formule EDT.

Une conséquence directe des deux observations précédentes est que le conditionnement d’une for-
mule DT est encore une formule DT. Enfin, lorsque nous considérons une formule DT respectant un ordre
< sur les variables, son conditionnement respecte lui aussi cet ordre. En d’autres termes, le conditionne-
ment d’une formule ODT< est encore une formule ODT<.

Le processus de remplacement de variables par des constantes booléennes qu’est le conditionnement
(comme décrit par les équivalence ci-dessus, vues comme des règles de réécriture orientées de la gauche
vers la droite) s’effectue en temps linéaire en la taille de la formule Σ plus la taille du terme γ. Donc les
langages EADT∧, ADT, EDT, DT et ODT< offrent le conditionnement CD.

L’oubli (FO)

Nous montrons qu’aucun des cinq langages EADT∧, ADT, EDT, DT et ODT< ne vérifie l’oubli sauf si
P = NP. Pour cela, nous mettons en évidence une réduction polynomiale depuis le test de validité pour
DNF vers l’oubli pour ODT<. Soit la formule DNF Σ =

∨m
i=1 γi où chaque γi (i ∈ {1, . . . ,m}) est un

terme. On associe en temps polynomial suivant la taille de Σ la formule DNF déterministe Σ′ définie par
∨m

i=1(γi ∧ ni ∧
∧i−1

j=1 ¬nj) où les ni (i ∈ {1, . . . ,m}) sont de nouvelles variables propositionnelles qui

3. Si δ | γ équivaut à la constante ⊥ (respectivement ⊤), on peut remplacer le nœud par son fils gauche (respectivement
droit).
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n’apparaissant pas dans Σ. Ces nouvelles variables sont introduites pour assurer le déterminisme de Σ′.
Par construction Σ′ est donc une formule DNF déterministe (ses termes sont deux à deux conjointement
incohérents). De plus, nous avons Σ ≡ ∃n1, . . . , nm.Σ′. Nous pouvons maintenant associer en temps
polynomial à Σ′ une formule ODT< équivalente Σ′′, telle que

Σ′′ = 〈n1, 〈n2, . . . , 〈nm−1, 〈nm,⊥, γ′m〉, γ′m−1〉 . . . , γ′1〉

où chaque γ′i (i ∈ {1, . . . ,m}) est une formule ODT< équivalente au terme γi. La formule Σ′′ ainsi
définie est schématisée à la figure 4.1.

n1

n2 γ′1

γ′2. . .

nm−1

γ′m−1nm

⊥ γ′m

FIGURE 4.1 – Arbre de décision ordonné Σ′′.

Quel que soit l’ordre < des variables de V ar(Σ) considéré, la taille de γ′i est linéaire en la taille du
terme γi. Enfin, Σ′′′ respecte l’extension de l’ordre < sur les variables de V ar(Σ)∪{n1, . . . , nm} défini
par ∀i ∈ {1, . . . ,m− 1}, ni < ni+1 et ∀i ∈ {1, . . . ,m}, ∀x ∈ V ar(Σ), ni < x.

Comme Σ′ ≡ Σ′′, nous avons donc Σ ≡ ∃n1, . . . , nm.Σ′′. Supposons que le langage ODT< (respecti-
vement DT, EDT, ADT et EADT∧) vérifie l’oubli FO. Nous pourrions alors calculer en temps polynomial
dans la taille de Σ′′ une formule ODT< (et donc une formule DT, ADT, EDT et EADT∧) ∃n1, . . . , nm.Σ′′

, et donc obtenir ainsi une formule ODT< logiquement équivalente à Σ. Comme chacun des langages
ODT<, DT, ADT, EDT et EADT∧ vérifie VA, nous obtiendrions un algorithme en temps polynomial en la
taille de Σ permettant de déterminer si Σ est valide. Or DNF ne satisfait pas VA sauf si P=NP. Donc les
langages ODT<, DT, ADT, EDT et EADT∧ ne satisfont pas FO sauf si P=NP.

L’oubli d’une variable (SFO)

Nous montrons que les langages des ADT, DT et ODT< permettent l’oubli d’une variable. Cela est, en
fait, une conséquence directe du fait que ces langages vérifient le conditionnement CD et la disjonction
bornée ∨BC. En effet, soit Σ une formule propositionnelle et x une variable propositionnelle. Nous
avons ∃x.α ≡ (Σ | ¬x) ∨ (Σ | x). Donc tout langage permettant le conditionnement et la disjonction
bornée offre l’oubli d’une variable. Comme ADT et ses sous-langages permettent le conditionnement et
la disjonction bornée, ils offrent aussi SFO.

Pour ce qui est des langages EDT (respectivement EADT∧), la question reste ouverte. On peut néan-
moins montrer pour chacun d’eux qu’il satisfait SFO si et seulement si il satisfait la disjonction bor-
née ∨BC (une question qui reste également ouverte). En effet, en tenant le même raisonnement que
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ci-dessus, comme CD est satisfait, si ∨BC l’est aussi, alors SFO l’est également. Réciproquement,
considérons deux formules EDT (respectivement EADT∧) Σ1 et Σ2, et x une nouvelle variable (x 6∈
V ar(Σ1) ∪ V ar(Σ2)). La formule EDT (respectivement EADT∧) Σ = 〈x,Σ1,Σ2〉 peut être construite
en temps linéaire en la taille de Σ1 et de Σ2. De plus, par construction, nous avons Σ1 ∨ Σ2 ≡ ∃x.Σ. Si
le langage EDT (respectivement EADT∧) satisfaisait SFO, nous serions en mesure de calculer en temps
polynomial en la taille de Σ1 et de Σ2 une formule EDT équivalente à Σ1∨Σ2. Cela se ferait simplement
en oubliant x dans la formule Σ. Donc si SFO est satisfait par EDT (respectivement EADT∧), alors ∨BC
est satisfait par EDT (respectivement EADT∧).

La conjonction non bornée (∧C)

Nous montrons qu’aucun des langages ODT<, DT, ADT, EDT et EADT∧ ne permet la conjonction non
bornée ∧C en temps polynomial. Pour cela, nous mettons en évidence une réduction polynomiale depuis
le test de cohérence pour le langage CNF. Soit une formule CNFΣ =

∧m
i=1 δi où chaque δi(i ∈ 1, . . . ,m)

est une clause. Nous pouvons associer à chaque δi une formule δ′i sous forme ODT< logiquement équi-
valente à δi en temps linéaire en la taille de δi.

Supposons que le langage des arbres de décision ordonnés (ODT<) (respectivement DT, ADT, EDT et
EADT∧) vérifie la conjonction non bornée (∧C). Dans ce cas, nous pourrions transformer une formule
propositionnelle Σ en une formule ODT< Σ′ (et donc en une formule DT, ADT, EDT et EADT∧), que
nous calculerions en temps polynomial dans la taille de Σ. En effet, pour cela, nous calculerions Σ′,
une formule ODT< logiquement équivalente à

∧m
i=1 δ

′
i, et donc logiquement équivalente à Σ. Comme

chacun des langages ODT<, DT, ADT, EDT et EADT∧ vérifie le test de cohérence CO, nous aurions
alors un algorithme en temps polynomial en la taille de Σ qui permettrait de décider sa cohérence. En
conséquence, nous aurions montré que P = NP.

Donc le langage des arbres de décision ordonnés (ODT<) et ses sur-ensembles DT, ADT, EDT et
EADT∧ ne permettent pas la conjonction non bornée ∧C sauf si P = NP.

La conjonction bornée (∧BC)

Dans un premier temps, nous montrons que les langages EDT et EADT∧ ne vérifient pas ∧BC sauf
si P = NP. Ensuite, nous montrons que les langages ADT et DT permettent ∧BC. Enfin, nous montrons
que le langage ODT< offre aussi la transformation ∧BC.

Pour démontrer que les langages EDT et EADT∧ n’offrent pas ∧BC sauf si P = NP, nous mettons
en évidence une réduction depuis le test de cohérence pour CNF. Considérons une formule CNF Σ =
∧m

i=1 δi, portant sur les variables V ar(Σ) = {x1, . . . , xn}, où chaque formule δi (i ∈ {1, . . . ,m}) est
une clause. Nous pouvons associer en temps polynomial à la formule Σ deux formules CNF Σ1 et Σ2

telles que :
— Σ1 =

∧m
i=1 δ

i
i , où chaque δii(i ∈ {1, . . . ,m}) est la clause δi dans laquelle chaque variable xj

(j ∈ {1, . . . , n}) est remplacée par une nouvelle variable xij ;
— Σ2 =

∧n
j=1(

∧m
i=1((¬xj ∨ xij) ∧ (xj ∨ ¬xij))).

Notons que chaque variable de Σ1 n’apparait qu’une fois au maximum, dans une seule clause. Σ2 relie les
variables de Σ aux nouvelles variables créées (leurs "clones"). Ainsi, Σ2 est équivalent à

∧n
j=1(

∧m
i=1(xj ⇔

xij)). Par construction, la formule Σ est cohérente si et seulement si Σ1 ∧Σ2 est cohérente. On sait aussi
associer en temps polynomial aux formules Σ1 et Σ2 des formules EDT (et donc des formules EADT∧)
équivalentes Σ′1 et Σ′2 (respectivement). En effet, par construction, les connecteurs

∧

les plus à l’exté-
rieur de Σ1 (

∧m
i=1) et de Σ2 (

∧n
j=1) sont décomposables. Par conséquent, la formule Σ′1 =

∧m
i=1 δ

′i
i

où chaque δ′ii (i ∈ {1, . . . ,m}) est une représentation de la clause δii en formule DT, est bien une for-
mule EDT équivalente à Σ1. De plus, la formule Σ′2 =

∧n
j=1 αj où chaque αj (j ∈ 1{1, . . . , n}) est
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xj

x1j

⊥ x2j

⊥ . . .

xmj

⊥ ⊤

x1j

x2j ⊥

. . . ⊥

xmj

⊤ ⊥

FIGURE 4.2 – Arbre de décision αj .

la représentation en formule DT de
∧m

i=1((¬xj ∨ xij) ∧ (xj ∨ ¬xij)). Cette formule est équivalente à la
formule DNF (xj ∧

∧m
i=1 x

i
j)∨ (¬xj ∧

∧m
i=1 ¬xij). Donc chaque αj (j ∈ {1, . . . , n}) peut être vu comme

la formule DT suivante, schématisée à la figure 4.2, qui peut être calculée en temps linéaire à partir de
∧m

i=1(xj ⇔ xij) :

〈xj , 〈x1j , 〈x2j , . . . , 〈xmj ,⊤,⊥〉,⊥〉,⊥〉 . . .〉, 〈x1j ,⊥, 〈x2j ,⊥, 〈. . . , 〈xmj ,⊥,⊤〉, . . .〉
Finalement, si l’un des langages EDT ou EADT∧ vérifiait la conjonction bornée ∧BC, alors pour

tester la cohérence d’une formule CNF Σ, il suffirait de générer d’abord les formules Σ′1 et Σ′2, calcu-
lables en temps polynomial en la taille de Σ. Il faudrait ensuite calculer une formule EDT (donc EADT∧)
équivalente Σ′1∧Σ′2 en temps polynomial (ce qui serait possible sous les hypothèses faites) et finalement
tester la cohérence de cette formule, ce qui se vérifie en temps polynomial puisque EDT (et EADT∧) offre
CO. Nous aurions donc au final conçu un algorithme en temps polynomial pour déterminer la cohérence
d’une formule CNF. Cela entrainerait que P = NP. En conclusion, le langage des arbres de décision
étendus (EDT) et son sur-ensemble EADT∧ n’offrent donc pas ∧BC sauf si P = NP.

A contrario, les langages ADT et DT vérifient ∧BC. En effet, soient Σ1 et Σ2 deux formules ADT
(respectivement, DT). Il est possible de construire une formule ADT (respectivement, DT) Σ logiquement
équivalente à la formule Σ1 ∧ Σ2 en remplaçant tous les nœuds étiquetés par ⊤ dans la formule Σ2 par
une copie de la formule Σ1. Il suffit donc de parcourir la formule Σ2 et de remplacer chaque feuille ⊤
que nous trouvons par une copie de Σ1. Ceci est réalisable en temps quadratique en la taille de Σ1 plus
la taille de Σ2.

Exemple 63 Soient Σ1 et Σ2 les deux formules ADT suivantes :

x2 ⊕ x4

x1 ⊕ x6 ⊤

⊤ x3

⊥ ⊤

x1 ⊕ x3

x2 ⊕ x4 ⊕ x6 x2 ⊕ x6

⊤ ⊥ ⊥ ⊤

La conjonction de ces deux formules Σ1 ∧ Σ2 est équivalente à la formule ADT :
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x2 ⊕ x4

x1 ⊕ x6 ⊤

⊤ x3

⊥ ⊤

x2 ⊕ x4

x1 ⊕ x6 ⊤

⊤ x3

⊥ ⊤

x1 ⊕ x3

x2 ⊕ x4 ⊕ x6 x2 ⊕ x6

⊥ ⊥

Pour le langage ODT<, la preuve est similaire à la preuve précédente. Considérons une formule
Σ équivalente à Σ1 ∧ Σ2, obtenue en remplaçant tout nœud étiqueté par ⊤ dans Σ1 par une copie de
Σ2. En général, une telle formule DT Σ n’est pas une formule ODT< puisque certains chemins depuis
la racine de Σ à des feuilles peuvent contenir deux nœuds de décision étiquetés de la même variable
de décision. Dans ce cas, il suffit d’appliquer à Σ la méthode de réduction déjà présentée à la section
4.2. Il s’agit de propager de la racine vers les feuilles les valeurs de vérité des variables de décision :
si N = 〈x,N−, N+〉 est un nœud de décision de Σ alors toute occurrence de x dans la sous-formule
de Σ enracinée en N− (respectivement, N+) est remplacée par ⊥ (respectivement, ⊤). Cela revient à
remplacer tout nœud successeur N ′ = 〈x,N ′−, N ′+〉 de N par N ′− si le chemin de N à N ′ passe par N−
et par N ′+ si le chemin de N à N ′ passe par N+. Une fois ce traitement réalisé, on est sûrs qu’aucune
occurrence de x n’existe dans toute formule enracinée à un nœud qui est un descendant d’un nœud de
décision portant sur x. Pour cette raison, la formule DT ainsi construite respecte l’ordre < et est donc
une formule ODT<.

Exemple 64 Soient les deux formules ODT< Σ1 et Σ2 suivantes :

x2

x1 ⊤

⊤ x3

⊥ ⊤

x1

x3 x3

⊤ ⊥ ⊥ ⊤

Après conjonction de Σ1 et Σ2 nous obtenons la formule DT Σ suivante :
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x2

x1 ⊤

⊤ x3

⊥ ⊤

x2

x1 ⊤

⊤ x3

⊥ ⊤

x1

x3 x3

⊥ ⊥

Le réduction de Σ donne la formule ODT< suivante :

x2

⊥ ⊤

x2

⊤ ⊤

x1

x3 x3

⊥ ⊥

Le langage ODT< permet donc la conjonction bornée en temps polynomial.

La disjonction non bornée (∨C)

Nous montrons que les langages ODT<, DT, ADT, EDT et EADT∧ n’offrent pas la disjonction non
bornée sauf si P = NP. Nous avons vu que tout terme de TE peut être traduit en temps polynomial en
une formule ODT< équivalente. Si l’un de ces langages vérifiant ∨C, alors on pourrait construire dans
le même langage en temps polynomial une représentation d’une disjonction finie quelconque de termes,
donc on aurait une traduction en temps polynomial de DNF vers le langage en question. Comme chacun
de ces langages offre VA, on saurait alors décider en temps polynomial si une formule DNF quelconque
est valide, ce qui entraînerait P = NP. Par conséquent, les langages ODT<, DT, ADT, EDT et EADT∧
n’offrent pas la disjonction non bornée ∨C sauf si P = NP.

La disjonction bornée (∨BC)

Nous montrons que les langages ODT<, DT et ADT permettent la disjonction bornée. Cela est une
conséquence directe du fait qu’ils offrent la conjonction bornée et la négation. En suivant les lois de De
Morgan, pour calculer la disjonction de deux formules ADT (respectivement, ODT<, DT) Σ1 et Σ2, il
suffit de calculer : ¬(¬Σ1 ∨ ¬Σ2). Le résultat est une formule ADT (respectivement, ODT<, DT).

Pour les langages EDT et EADT∧, la question reste ouverte.

la négation (¬C)

Nous montrons que les langages ODT<, DT, et ADT offrent la négation ¬C.
Pour cela, nous expliquons comment il est possible d’associer en temps linéaire, via une fonction de

traduction neg , à n’importe quelle formule ADT Σ une formule ADT neg(Σ) logiquement équivalente à

87



Chapitre 4. Les arbres de décision affine

¬Σ. La fonction neg prend en paramètre un nœud N d’une formule ADT Σ. L’algorithme de traduction
commence avec N = RΣ. La traduction neg est définie récursivement comme :

— si N = 〈δ,N−, N+〉, alors neg(N) = 〈δ,neg(N−),neg(N+)〉 ;
— si N = ⊤, alors neg(N) = ⊥ ;
— si N = ⊥, alors neg(N) = ⊤.

En d’autres termes, pour calculer neg(Σ), il suffit de traverser Σ jusqu’à ses feuilles et de rempla-
cer chaque feuille ⊤ par une feuille ⊥ et chaque feuille ⊥ par une feuille ⊤. Le fait que neg(Σ) soit
équivalent à ¬Σ se prouve par induction structurelle sur Σ. Le cas de base concerne les feuilles ⊤ et
⊥ et est trivial. Reste donc à considérer le cas des nœuds internes N de la forme N = 〈δ,N−, N+〉.
Par définition, la formule ΣN enracinée en N équivaut à (δ ⊕ ⊤) ∧ ΣN−) ∨ (δ ∧ ΣN+), où ΣN− (res-
pectivement, ΣN+) est la formule enracinée en N− (respectivement, N+). Cela conduit directement à
l’équivalence ¬Σ ≡ (δ∨¬ΣN−)∧((δ⊕⊤)∨¬ΣN+). Après distribution du ∧ sur les ∨ et simplification,
nous obtenons la formule (toujours équivalente à ¬Σ) : ((δ ⊕ ⊤) ∧ ¬ΣN−) ∨ (δ ∧ ¬ΣN+). Par hypo-
thèse d’induction, ¬ΣN− équivaut à neg(N−) et ¬ΣN+ équivaut à neg(N+). Ainsi, on à l’équivalence
¬Σ ≡ ((δ⊕⊤)∧neg(N−))∨ (δ∧neg(N+)). Or, par définition, ((δ⊕⊤)∧neg(N−))∨ (δ∧neg(N+))
équivaut à la formule enracinée en 〈δ,neg(N−),neg(N+)〉, donc à la formule enracinée en neg(N) et
cela termine la preuve par induction.

Clairement, neg préserve la nature des nœuds de décision (si N = 〈δ,N−, N+〉 est un nœud de
décision affine unitaire alors neg(N) = 〈δ,neg(N−),neg(N+)〉 est aussi un nœud de décision affine
unitaire), ce qui implique que quand Σ est une formule DT, alors neg(Σ) est encore une formule DT. neg
préserve aussi l’ordre des décisions sur chaque chemin, ce qui implique que si Σ est une formule ODT<,
alors neg(Σ) est encore une formule ODT<.

La question de déterminer si EDT et EADT∧ satisfont ¬C reste ouverte.

Synthèse des résultats sur les transformations

Nous résumons dans le tableau 4.2 suivant les transformations offertes par les nouveaux langages
introduits. Nous remarquons qu’à l’instar des requêtes, les langages ODT<, DT et ADT sont équivalents
au langage OBDD< du point de vue des transformations qu’ils offrent. De même, EADT∧ et son sous-
ensemble EDT sont équivalents au langage d-DNNF pour ce qui est des transformations pour lesquelles
on connaît des algorithmes en temps polynomial pour les réaliser.

L CD FO SFO ∧C ∧BC ∨C ∨BC ¬C
EADT∧

√ ◦ ? ◦ ◦ ◦ ? ?
EDT

√ ◦ ? ◦ ◦ ◦ ? ?
ADT

√ ◦ √ ◦ √ ◦ √ √

DT
√ ◦ √ ◦ √ ◦ √ √

ODT<
√ ◦ √ ◦ √ ◦ √ √

d-DNNF
√ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ •

OBDD<
√ • √ • √ • √ √

TABLE 4.2 – Transformations.
√

signifie “satisfait”, • signifie “ne satisfait pas” et ◦ signifie “ne satisfait
pas sauf si P = NP”.
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4.2.3 Efficacité spatiale

Dans cette section, nous présentons les différents résultats que nous avons obtenus concernant l’ef-
ficacité spatiale des nouveaux langages introduits, relativement à plusieurs langages cibles déjà insé-
rés la carte de compilation. Il s’agit des langages SDNNF, d-DNNFT, d-DNNF et OBDD<. Le langage
d-DNNFT est le sous-ensemble de d-DNNF introduit par Pipatsrisawat et Darwiche [PD08], qui contient
les formules d-DNNF qui respectent un arbre donné T de décomposition des variables. sd-DNNF est
l’union de tous ces langages quand T varie. Chaque langage OBDD< est un sous-ensemble de sd-DNNF.

La figure suivante 4.3 représente le graphe d’inclusion des différents langages considérés :

EADT∧

ADTEDT

DT

ODT<

OBDD<

d-DNNFT

sd-DNNF

d-DNNF

FIGURE 4.3 – Graphe d’inclusion. L1 → L2 indique que L1 ⊆ L2.

Étant donné ce graphe d’inclusion et du fait que DT (respectivement EDT) ne satisfait pas plus de
requêtes ou de transformations que ADT (respectivement EADT∧), nous pouvons déduire que DT (respec-
tivement, EDT) ne peut pas être un meilleur choix que ADT (respectivement EADT∧) du point de vue de
la carte de compilation (étant données les requêtes et transformations prises en compte). C’est pourquoi
nous avons choisi de nous concentrer sur les langages ADT et EADT∧.

Dans un premier temps, nous montrons que le langage OBDD< n’est pas au moins aussi succinct
que ADT. Il a été prouvé que la fonction de décalage circulaire de bits cbsm ne peut pas être représen-
tée en taille polynomiale dans le langage sd-DNNF [PD10]. Comme nous savons que sd-DNNF ≤s

OBDD< et que sd-DNNF ≤s d-DNNFT il n’existe donc pas de représentation en taille polynomiale
de cette fonction en OBDD< ou en d-DNNFT . Nous démontrons que cette (famille de) fonction(s) peut
être représentée par une (famille de ) formule(s) ADT. Soit m un entier positif. Considérons la fonc-
tion booléenne de 2m+1 + m paramètres cbsm(x1, . . . , x2m , y1, . . . , y2m , i1, . . . , im) qui représente la
sémantique de la formule CNF αm suivante :

2m
∧

i=1

(¬xi ∨ yi+num(i1,...,im)mod2m) ∧ (xi ∨ ¬yi+num(i1,...,im)mod2m)

Dans cette formule, num est une fonction qui prend en entrée les paramètres {0, 1}m, l’ensemble des
nombres entiers naturel représentés sous forme binaire, et donne en retour l’entier représenté par le
nombre binaire i1, . . . , im. De cette manière, les variables i1, . . . , im représentent le nombre précis de bits
de la chaîne x1 . . . x2m devant être modifiés. La fonction cbsm(x1, . . . , x2m , y1, . . . , y2m , i1, . . . , im) =
1 lorsque les variables modifiées x1, . . . , x2m et les variables y1, . . . , y2m sont égales deux à deux modulo
le décalage d’indices num.

Nous remarquons que la formule αm est représentable par une formule affine de taille linéaire en la
taille de αm. En effet, nous avons αm ≡

∧2m

i=1 xi ⊕ yi+num(i1,...,im)mod2m ⊕ ⊤. Nous avons donc un
algorithme en espace polynomial permettant de représenter la fonction de décalage circulaire de bits en
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formule affine. Comme il existe une traduction en temps polynomial depuis le langage AFF des formules
affines vers ADT, il existe bien une représentation de chaque αm dans ADT par une formule de taille
polynomiale en la taille de αm. Par conséquent, le langage OBDD< n’est pas au moins aussi succinct que
ADT : OBDD< 6≤s ADT.

Nous montrons maintenant que les langages CNF et DNF ne sont pas au moins aussi succincts que
ADT. Pour cela, nous nous basons sur le fait que le langage des formules affine (AFF) est traduisible en
temps polynomial en ADT. Cela implique que ADT est au moins aussi succinct que AFF : ADT ≤s AFF.
Or, le langage CNF n’est pas au moins aussi succinct que AFF (CNF 6≤s AFF) et DNF n’est pas au moins
aussi succinct que AFF (DNF 6≤s AFF). En effet, la fonction parité ⊕n

i=1xi, qui est une clause affine, ne
possède pas de représentation en taille polynomiale en n sous forme CNF ou DNF. Donc les langages
CNF et DNF ne sont pas au moins aussi succincts que le langage des arbres de décision affine (ADT) :
CNF 6≤s ADT et DNF 6≤s ADT.

Finalement, nous montrons que le langage EADT∧ est strictement plus succinct que ADT (EADT∧
<s ADT). Comme le langage ADT est inclus dans EADT∧, nous avons de façon évidente que EADT∧ est
au moins aussi succinct que ADT (EADT∧ ≤s ADT). Nous prouvons maintenant que ADT n’est pas au
moins aussi succinct que EADT∧ : ADT 6≤s EADT∧. Considérons la (famille de) formule(s) CNF Σn =
∧n

i=1(¬xi ∨¬yi). Il a été montré que cette formule ne peut pas être représentée par une formule AFF[∨]
de taille polynomiale en n [FM14]. Or, le langage ADT est traduisible en temps polynomial dans AFF[∨].
Soit α une formule ADT. Soit β la disjonction, pour tous les chemins de α entre sa racine et ses feuilles
⊤ de toutes les conjonctions de clauses affines rencontrées dans le chemin considéré. La formule β peut
être calculée en temps quadratique en la taille de α. Par construction, β est une disjonction de formules
affines logiquement équivalente à α. Nous avons donc un algorithme en temps polynomial permettant de
traduire toute formule ADT en une formule AFF[∨] logiquement équivalente. Par conséquent, la formule
CNF Σn ne peut pas être représentée par une formule ADT en taille polynomiale en n, sinon nous aurions
un algorithme en temps polynomial pour traduire cette CNF en AFF[∨]. À l’inverse, la CNF Σn possède
une représentation en formule EADT∧ (ainsi qu’une représentation en EDT) de taille polynomiale en n.
En effet, comme les clauses ¬xi ∨ ¬yi pour i ∈ {1, . . . , n} de Σn n’ont aucune variable en commun,
et que nous savons qu’une clause est traduisible en temps polynomial en DT, Σn peut facilement être
traduite en EADT∧ (et en EDT). Il suffit pour cela de traduire chacune des clauses en DT puis de les
réunir dans un nœud ∧ décomposable qui comportera donc n fils, chacun représentant une clause de Σn.
Nous avons donc un algorithme permettant de traduire Σn en une formule EADT∧ de taille polynomiale
en n. Ce qui implique que ADT n’est pas au moins aussi succinct que EADT∧ : ADT 6≤s EADT∧. Comme
EADT∧ ≤s ADT est vérifié, on obtient bien la conclusion attendue : EADT∧ <s ADT. Le langage des
arbres de décision affine étendus (EADT∧) est ainsi strictement plus succinct que celui des arbres de
décision affine (ADT).

En résumé, nous avons obtenu les résultats d’efficacité spatiale suivants :

Proposition 5

— CNF 6≤s ADT

— DNF 6≤s ADT

— OBDD< 6≤s ADT

— d-DNNFT 6≤s ADT

— EADT∧ <s ADT

Sur la base de ces résultats, on peut conclure que OBDD< ne domine pas ADT du point de vue de la
carte de compilation. De plus, comme ADT ⊆ EADT∧, OBDD< ne domine pas EADT∧. Nos résultats de
concision montrent qu’aucun des langages « plats » CNF et DNF n’est au moins aussi succinct que ADT
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ou EADT∧. Bien que nous ne connaissions pas comment d-DNNF et EADT∧ se comparent du point de
vue de l’efficacité spatiale, nous pouvons néanmoins conclure que la sous-classe sd-DNNF de d-DNNF
ne domine ni ADT, ni EADT∧.

4.3 Un compilateur CNF-vers-EADT∧

Dans cette section, nous présentons un algorithme de compilation pour traduire le langage CNF

vers le langage EADT∧. Tout d’abord, nous présentons une version généralisée de la décomposition
de Shannon (utilisée pour compiler des formules en Decision-DNNF, en OBDD<, etc.) adaptée à la
construction de formules EADT∧. Nous présentons ensuite le compilateur que nous avons développé.
Enfin, nous présentons les expérimentations que nous avons effectuées avec ce compilateur.

4.3.1 Décompositions de Shannon

Dans un premier temps, nous introduisons un nouveau langage, le langage des formules proposition-
nelles sous forme normale conjonctive étendue (ECNF). Partant d’une formule CNF (voire directement
d’une formule ECNF), les formules considérées par notre algorithme de compilation sont des formules
ECNF. Nous introduisons d’abord la notion de clause étendue :

Définition 62 (Clause étendue)
Une clause étendue est une disjonction finie de clauses affines.

Définition 63 (Forme normale conjonctive étendue)
Le langage des formules sous forme normale conjonctive (ECNF) est l’ensemble de toutes les conjonc-
tions finies de clauses étendues.

Exemple 65 Formule ECNF La formule ce = x1 ∨ (x2 ⊕ x3 ⊕⊤) ∨ (x1 ⊕ x3) est une clause étendue.
La formule Σ = (x1 ∨ x6) ∧ (x2 ⊕ x4 ⊕⊤) ∧ (x3 ∨ (x4 ⊕ x5) ∨ ¬x1) est une formule ECNF.

Notons que la conversion d’une formule CNF en ECNF s’effectue en temps linéaire de manière évi-
dente. En effet, toute clause d’une CNF est une disjonction finie de clauses affines unitaires. Donc toute
clause est une clause étendue et par extension, toute formule CNF est une formule ECNF particulière.

Une approche naturelle pour compiler une formule CNF en EADT∧ repose sur l’exploitation d’une
forme généralisée de la décomposition de Shannon. Cette forme généralisée de la décomposition de
Shannon permet d’introduire des nœuds de décision étiquetés non plus par des variables mais par des
formules propositionnelles. Nous définissons la décomposition de Shannon généralisée de la manière
suivante :

Définition 64 (Expansion de Shannon généralisée)
Pour toutes formules propositionnelles Σ et δ, l’expansion de Shannon généralisée de Σ selon δ est
définie par :

Σ ≡ (δ ∧ Σ) ∨ (¬δ ∧ Σ)

Comme la décomposition de Shannon classique, le principe de la décomposition de Shannon géné-
ralisée est de séparer les modèles possibles de Σ en deux sous-ensembles disjoints : ceux qui satisfont δ
et ceux qui satisfont ¬δ. Le nœud ∨ introduit dans (δ ∧Σ)∨ (¬δ ∧Σ) est un nœud de décomposition de
Shannon généralisée. Nous remarquons ainsi que les nœuds de décision affine des langages ADT, EDT et
EADT∧ sont en fait des nœuds de décomposition de Shannon généralisé dans lesquels Σ est une formule
ADT, EDT ou EADT∧ et δ est une clause affine.
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Cependant, utilisée directement, la décomposition de Shannon généralisée est peu exploitable pour
la compilation puisque l’un des avantages de la décomposition de Shannon classique est qu’une variable
est éliminée de Σ à chaque nœud. Ceci garantit qu’un algorithme de compilation utilisant cette méthode
voie ses exécutions se terminer. En effet, comme au moins une variable est supprimée à chaque itération,
après un nombre fini d’itérations, toutes les variables de Σ sont considérées. Nous devons donc étendre
la décomposition de Shannon généralisée afin d’assurer que son application élimine à chaque étape au
moins une variable dans Σ.

Soient deux formules propositionnelles Σ et δ, et soit x une variable. Nous notons Σ |x←δ la formule
obtenue en remplaçant toute occurrence de x dans la formule Σ par la formule δ. Avec cette notation,
nous définissons la décomposition de Shannon généralisée étendue de la façon suivante :

Définition 65 (Décomposition de Shannon généralisée étendue)
Pour toute formule propositionnelle Σ et δ et toute variable x telle que x 6∈ V ar(δ), la décomposition
de Shannon généralisée étendue est définie par :

Σ ≡ ((x⇔ ¬δ) ∧ Σ |x←¬δ) ∨ ((x⇔ δ) ∧ Σ |x←δ)

Cette équivalence montre qu’en utilisant la décomposition de Shannon généralisée étendue, les mo-
dèles de Σ sont séparés en deux sous-ensembles disjoints : ceux qui satisfont x ⇔ δ (i.e., ceux où x et
δ prennent la même valeur de vérité) et ceux qui satisfont la négation de cette formule, qui équivaut à
x⇔ ¬δ.

Utiliser la forme généralisée de la décomposition de Shannon étendue consiste à exploiter cette équi-
valence comme une règle de réécriture, orientée de la gauche vers la droite. On va ainsi remplacer à
chaque étape une variable de la formule de départ par une formule propositionnelle ne contenant pas
cette variable. La décomposition de Shannon standard est retrouvée dans le cas où la formule δ = ⊤ est
considérée. Effectivement, dans ce cas cela revient à remplacer x par vrai d’un côté et faux de l’autre. La
validité de l’expansion de Shannon généralisée étendue vient du fait que la formule Σ est logiquement
équivalente à ((x⇔ ¬δ)∧Σ)∨ ((x⇔ δ)∧Σ), et du fait que pour toute formule propositionnelle δ (ou
sa négation), l’expression (x⇔ δ) ∧ Σ est logiquement équivalente à (x⇔ δ) ∧ Σ |x←δ.

Exemple 66 Soit une formule propositionnelle Σ. La décomposition de Shannon généralisée étendue
sur la variable x de Σ selon la formule δ est donnée par : Σ ≡ (x⇔ ¬δ ∧Σ|x←¬δ)∨ (x⇔ δ ∧Σ|x←δ)

x⇔ δ

Σ|x←¬δ Σ|x←δ

∨

∧ ∧

x⇔ ¬δ Σ|x←¬δ x⇔ δ Σ|x←δ

Appliquer cette décomposition revient à créer un nœud de décision étiqueté par la formule x ⇔ δ,
comme montré sur la figure ci-avant. Par construction, dans les formules Σ|x←δ et Σ|x←¬δ la variable x
n’apparait pas.

Pour construire une formule EADT∧ équivalente à une formule ECNF Σ donnée, nous appliquons la
décomposition de Shannon généralisée étendue en choisissant pour δ une clause affine qui ne contient
pas la variable de décision x.
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Algorithme 6 : eadt(Σ)
entrée : une formule ECNF Σ
sortie : une formule EADT∧ Σeadt équivalente à Σ

1 si Σ ≡ ⊤ alors return leaf(⊤);
2 si minisat(Σ) = ⊥ alors return leaf(⊥);
3 soient Σ1, · · · ,Σk les composantes connexes de Σ;
4 si k>1 et la décomposition Σ1, · · · ,Σk est affine alors return aNode(eadt(Σ1), · · · , eadt(Σk));
5 choisir une clause affine simplifiée x⊕ δ telle que V ar(x⊕ δ) ⊆ V ar(δ′) avec δ′ une clause de Σ;
6 return dNode(x⊕ δ, eadt(Σ |x←δ⊕⊤), eadt(Σ |x←δ));

Comme x⇔ δ équivaut à x⊕δ⊕⊤ et x⇔ ¬δ équivaut à x⊕δ, on peut reformuler la décomposition
de Shannon généralisée étendue en utilisant ⊕ au lieu de⇔ :

∆ ≡ ((x⊕ δ) ∧∆ |x←δ⊕⊤) ∨ ((x⊕ δ ⊕⊤) ∧∆ |x←δ)

Par ailleurs, quand δ est une clause affine, x⊕ δ ⊕⊤ et x⊕ δ sont aussi des clauses affines.
De ce fait, sous cette forme, appliquer la décomposition de Shannon généralisée étendue consiste à

construire des nœuds de décision affine étiquetés par des clauses de la forme x ⊕ δ et de supprimer à
chaque étape la variable x de Σ qui a été sélectionnée.

4.3.2 Algorithme de compilation

L’algorithme 6 décrit en pseudo-code notre compilateur eadt qui se fonde sur la décomposition géné-
ralisée étendue de Shannon. Cet algorithme prend en entrée une formule ECNFΣ et retourne une formule
EADT∧ logiquement équivalente à Σ. Les deux premières lignes gèrent les deux cas particuliers où Σ
est valide ou contradictoire. Dans les deux cas, la feuille correspondante (⊤ si Σ est valide, ⊥ si Σ est
contradictoire) est retournée.

Nous notons au passage que le problème de l’incohérence (respectivement de la validité) pour une
formule sous forme ECNF a la même complexité que pour son sous-ensemble CNF, c’est-à-dire qu’il
est coNP-complet (respectivement dans P). Cela est évident pour le problème de l’incohérence. En
effet, comme toute formule CNF est une formule ECNF, s’il existe un algorithme en temps polynomial
vérifiant qu’une formule ECNF est incohérente, nous aurions un algorithme en temps polynomial pour
cette requête restreinte aux formules CNF, or ce problème est coNP-complet pour les formules CNF.
Pour le problème de validité, une formule ECNF est valide si et seulement si chaque clause étendue de la
formule est valide. Une clause étendue δ1 ∨ . . . ∨ δk (où chaque δi, i ∈ {1, . . . , k} est une clause affine)
est valide si est seulement si la formule affine (δ1 ⊕⊤) ∧ . . . ∧ (δk ⊕⊤) est contradictoire. La négation
d’une clause étendue représente donc une formule affine. Or, nous savons que tester si une formule affine
est incohérente est faisable en temps polynomial dans sa taille. Donc la validité d’une clause étendue, et
au delà d’une ECNF est décidable en temps polynomial en la taille de la formule donnée.

À la ligne 3, on recherche les composantes connexes Σ1, · · · ,Σk de Σ en parcourant son graphe
primal. S’il existe plusieurs composantes et que la conjonction obtenue est affine décomposable 4, les
formules Σi (i ∈ {1, . . . , k}) sont compilées séparément de manière récursive en formules EADT∧. Puis,
les formules obtenues sont jointes en utilisant la fonction aNode (ligne 4) par un nœud ∧ qui est alors,
par construction, affine décomposable. Notons que la recherche de la décomposition s’effectue avant
un branchement. Lorsque Σ ne possède qu’une composante connexe ou que la décomposition n’est pas

4. On conserve pour cela l’ensemble des clauses affines correspondant aux choix effectués sur la branche courante ; cela
n’est pas explicité dans l’algorithme dans un souci de garder celui-ci lisible.
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affine, le compilateur choisit une clause affine x ⊕ δ dans laquelle toute variable possède au moins une
occurrence dans Σ (ligne 5). Ensuite, nous effectuons le branchement sur cette clause en utilisant la
décomposition généralisée étendue de Shannon (ligne 6). L’algorithme est appelé récursivement avec
les formules conditionnées, dans lesquels x est remplacé par δ ⊕ ⊤ ou par δ. Enfin, la fonction dNode

retourne un nœud de décision correspondant. Nous remarquons que, privé des lignes 3 et 4 le compilateur
eadt se réduit à un compilateur de ECNF vers ADT.

La terminaison de l’algorithme eadt est garantie par le fait que par définition, la clause affine sim-
plifiée δ dans x ⊕ δ est une clause affine qui ne contient pas x. Comme ni Σ |x←δ⊕⊤ ni Σ |x←δ ne
contiennent x, les étapes 5 et 6 ne peuvent donc être appliquées qu’un nombre fini de fois. Comme la
décomposition généralisée de Shannon exprime une équivalence valide, l’algorithme eadt est correct (la
décomposabilité affine des nœuds ∧ éventuellement introduits est garantie par construction).

L’algorithme eadt a été implémenté sur la base du solveur état de l’art MiniSat [ES03], qui s’appuie
sur une architecture CDCL (Conflict Driven Clause Learning) [MMZ+01b]. Nous avons étendu MiniSat
aux formules ECNF. Pour cela, nous avons modifié la façon dont sont gérés les watched littéraux. Nous
avons adapté la propagation aux clauses étendues et la gestion des conflits pour prendre en compte des
clauses affines.

Afin de pouvoir utiliser eadt il reste à préciser les choix effectués à la ligne 5 : quelle variable
x sélectionner, quelle clause affine δ retenir. Une heuristique est indispensable pour cela et le choix
de cette heuristique peut conditionner fortement la performance du compilateur (en particulier, avoir
un impact important sur la taille de la formule EADT∧ qui sera engendrée). Une heuristique naïve est
la suivante (souvent appelée « heuristique lexicographique ») : on ordonne d’abord les variables de la
formule d’entrée Σ selon un ordre particulier x1 < . . . < xn et à l’étape i sur la branche courante, on
choisit x = xi et δ = xi+1. Puis on remplace toutes les occurrences de xi dans la formule Σ par xi+1⊕⊤
d’un côté, que nous notons Σ[xi ← xi+1 ⊕⊤], et par xi+1 de l’autre, que nous notons Σ[xi ← xi+1].

xi ⊕ xi+1

F|xi←xi+1
F|xi←xi+1⊕⊤

∨

∧ ∧

xi ⊕ xi+1 ⊕⊤ F|xi←xi+1
xi ⊕ xi+1 F|xi←xi+1⊕⊤

Malheureusement, cette heuristique naïve ne conduit pas en général à une représentation compilée
en EADT∧ de « petite taille ». Elle revient à construire à chaque étape une clause affine de taille 2 en
choisissant aléatoirement ses deux variables parmi les variables de la formule ECNF en entrée. De plus,
elle peut défavoriser la décomposition puisqu’en considérant une clause affine xi ⊕ xi+1, il se peut que
nous construisions artificiellement des liens entre des composantes connexes séparées au départ.

Dans notre compilateur, l’heuristique utilisée pour choisir les clauses affines de la forme x ⊕ δ à la
ligne 5 est basée sur le concept d’activité des variables (VSIDS, Variable State Independant Decaying
Sum) [MMZ+01b]. L’idée de cette heuristique est d’éliminer les variables qui apparaissent le plus dans
les conflits lors de la recherche de solution. Ces variables étant généralement des variables clés du pro-
blème, les considérer le plus haut possible lors de la recherche permet en général de réduire la taille de la
forme compilée. Plus précisément, pour chaque clause étendue ǫ de Σ, le score de ǫ est calculé comme la
somme des scores de chaque clause affine qu’elle contient, où le score d’une clause affine est la somme
des scores VSIDS de ses variables, VSIDS(ǫ) = Σli∈ǫVSIDS(var(li)). Nous sélectionnons une clause
étendue ǫ de Σ de score maximal, et les variables de ǫ sont triées par ordre décroissant selon leur score
VSIDS. La variable x sélectionnée est la première variable de la liste ainsi créée. La clause affine δ que
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nous créons est formée des k − 1 variables suivantes de la liste. Notons que sélectionner uniquement les
variables de la même clause étendue ǫ de Σ permet d’éviter de générer des connexions supplémentaires
entre les variables qui ne sont pas déjà connectées dans le graphe primal de Σ. Ceci est donc fait dans le
but de ne pas diminuer le nombre de composantes connexes qu’il est possible de trouver.

Nous nous efforçons aussi de réduire la formule ECNF courante à chaque étape de remplacement de
x par δ ou par δ⊕⊤ : nous supprimons les littéraux redondants qui ont pu apparaître suite à l’ajout de la
clause affine δ pour remplacer la variable x. Nous supprimons aussi des clauses étendues construites les
clauses affines rendues contradictoires par le remplacement de x par δ (respectivement δ ⊕⊤).

Nous tirons enfin avantage d’une méthode simple de filtrage utilisée uniquement dans les premiers
nœuds de l’arbre de recherche. Cette méthode consiste à calculer les clauses affines impliquées par la
formule ECNF donnée initialement Σ. Une méthode pour détecter des clauses affines « simples » dans
une ECNF est d’utiliser la propagation unitaire (voir [LM14]). L’idée est de rechercher des équivalences
entre les littéraux de Σ. Pour cela, pour toutes les variables x de la formule Σ, nous retenons les variables
propagées par xet nous faisons de même avec le littéral ¬x. Si un même littéral y fait partie des littéraux
propagés par la décision x (respectivement ¬x) et que sa négation ¬y apparaît dans la liste des littéraux
propagés ¬x (respectivement x), alors nous avons bien x ⇔ y (respectivement ¬x ⇔ y). Nous en
déduisons alors que la clause δ = x ⊕ y ⊕ ⊤ (respectivement, δx ⊕ y) est impliquée par Σ. Cette
technique permet donc de détecter de façon peu coûteuse des clauses affines de taille deux (et certaines
de taille trois).

Reconnaître une telle clause affine δ impliquée par la formule Σ permet de couper l’une des branches
de l’arbre de recherche. En effet, comme Σ est cohérente et que Σ |= δ, on sait que Σ ∧ ¬δ |= ⊥. Il est
donc inutile d’explorer la branche δ⊕⊤ de l’arbre. Plus cette clause affine est trouvée haut dans l’arbre,
plus cela permet de réduit l’espace de recherche et, par conséquent, de réduire la taille de l’arbre final.

Exemple 67 Illustrons maintenant le fonctionnement de l’algorithme eadt en le déroulant pas à pas sur
la formule CNF Σ suivante :

¬x ∨ y ∨ ¬z ∧
x ∨ y ∨ z ∧
y ∨ t ∨ u

eadt(Σ) engendre la formule EADT∧ représentée par la figure 4.4.
La formule Σ est bien cohérente et ne possède qu’une composante connexe. Nous construisons donc

un nœud de décision affine N1 = 〈δ1, N1−, N1+〉. Pour cela, l’algorithme a choisi la clause affine
unitaire δ1 = y. Nous continuons vers le fils N1+. Puisque la clause affine est unitaire, toute occurrence
de la variable y est remplacée par ⊤ dans Σ. Comme y apparaît positivement dans les trois clauses de
Σ, après simplification Σ = ∅ est donc la compilation termine et nous créons une feuille ⊤.

L’algorithme développe maintenant le nœud N1−, dans lequel nous remplaçons toute occurrence de
y par ⊥. Après simplification, nous obtenons la formule CNF Σ1 suivante :

¬x ∨ ¬z ∧
x ∨ z ∧
t ∨ u

Nous remarquons que Σ1 possède deux composantes connexes et que la condition de décomposabilité
affine est vérifiée. En effet, les variables t et u n’apparaissent dans aucune clause en commun avec les
variables x et z. De plus, y est unitaire (et n’apparait pas dans la formule obtenue). Nous pouvons donc
considérer deux formules ECNF séparément : la formule Σ11 = (¬x ∨ ¬z) ∧ (x ∨ z) d’un côté et la
formule Σ12 = t ∨ u de l’autre.
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y

∧ ⊤

x⊕ z

⊥ ⊤

t⊕ u

u ⊤

⊥ ⊤

FIGURE 4.4 – Formule résultant de l’exécution de eadt sur Σ

Nous compilons maintenant la formule Σ12. Σ12 est bien cohérente et ne possède qu’une composante
connexe, nous créons donc un nouveau nœud de décision affine N2 = 〈δ2, N2−, N2+〉. La clause affine
δ2 = t ⊕ u est sélectionnée est la variable t est choisie pour être remplacée. Pour le fils N2+, comme
δ2 = t⊕ u ≡ t⇔ u⊕⊤, les occurrences de t dans Σ12 sont remplacées par le littéral ¬u (logiquement
équivalent à u ⊕ ⊤). Nous obtenons la clause tautologique ¬u ∨ u. Donc, après simplification Σ12

est vide. Nous créons alors une feuille ⊤. Pour le cas du fils N2−, toute occurrence de t dans Σ12 est
remplacée par u. Nous obtenons la formule Σ3 = u. Cette formule étant cohérente et ne possédant
qu’une composante connexe, nous ajoutons un nouveau nœud de décision affine N3 = 〈δ3, N3−, N3+〉,
avec la clause affine δ3 = u. Dans le fils N3+, u est remplacé par ⊤ et Σ3 est donc tautologique.
Une feuille ⊤ est donc créée. Pour le fils N3−,u est remplacé par ⊥ et Σ3 est donc incohérente. Par
conséquent, une feuille ⊥ est créée.

Enfin, nous développons la formule Σ11. Σ11 est cohérente et ne possède qu’une composante connexe.
L’algorithme crée donc un nouveau nœud de décision affine N4 = 〈δ4, N4−, N4+〉. La clause affine
δ4 = x ⊕ z est sélectionnée. Dans le fils N4+, les occurrences de la variables x dans Σ11 sont rem-
placées par la clause affine z ⊕ ⊤. Après simplification, Σ11 est vide et tautologique, une feuille ⊤ est
donc créée. Finalement, dans le fils N4−, toute occurrence de x est remplacée par z dans Σ11. Après
simplification, Σ11 est contradictoire, nous créons alors une feuille ⊥.

La formule EADT∧ ainsi construite est bien logiquement équivalent à la formule ECNF Σ.

Une fois la compilation terminée, la formule eadt(Σ) obtenue peut être utilisée pour compter directe-
ment le nombre de modèles de Σ. En effet, notre approche consistant à créer une clause affine x⊕ δ avec
laquelle nous remplaçons toute occurrence de la variable x par δ (ou δ⊕⊤) dans la formule Σ, la variable
x peut être considérée comme variable pivot de la clause affine x⊕ δ puisqu’elle n’apparaîtra plus dans
les clauses affine suivantes. Cela est vrai pour l’ensemble des clauses affine créées sur le chemin entre la
racine et une feuille.

Ainsi, les formules affines engendrées par notre algorithme sont triangulées par construction. Il suffit
donc de connaître la profondeur p du chemin entre la racine et la feuille, ainsi que le nombre de variables
de la composante connexe courante afin d’en connaître le nombre de modèles.
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4.3.3 Expérimentations

Dans cette section nous présentons le protocole utilisé pour nos expérimentations, puis nous discu-
tons des résultats obtenus.

Dans nos expérimentations, nous avons décidé de comparer notre approche par compilation en
EADT∧ pour le comptage de modèles à plusieurs approches proposées dans la littérature à cet effet.
Pour cela, le protocole empirique que nous avons suivi est très proche de celui appliqué dans [Sch96] (et
d’autres articles) où le but est de déterminer si (et quand) une approche pour l’implication clausale basée
sur la compilation peut se montrer plus satisfaisante qu’une approche directe pour l’implication clausale,
sans aucune phase de compilation.

Nous avons considéré plusieurs jeux d’essai constitués de formules CNF issus de différents domaines
de la SAT LIBrary 5. Nous avons uniquement sélectionné les jeux d’essais ayant plus d’une solution.

Pour chaque instance CNF Σ, nous avons généré 1000 requêtes. Chaque requête est un terme γ de 3
littéraux. Les 3 variables choisies pour générer le terme γ sont sélectionnées au hasard parmi l’ensemble
des variables de Σ, suivant une distribution uniforme. La polarité de chaque littéral est aussi choisie avec
une probabilité 1

2 . L’objectif est de compter le nombre de modèles de la formule conditionnée Σ | γ pour
chaque requête γ.

Nos expérimentations ont été effectuées sur un Quad-core Intel XEON X5550 avec 32Go de mémoire
vive. Nous avons considéré un temps limite de 3 heures pour la phase de compilation, et un temps limite
de 3 heures par requête pour répondre à chacune des 1000 requêtes lors de la phase en ligne. Selon ce
protocole, nous avons examiné trois approches différentes :

— une approche directe (non compilée) : nous nous sommes basés sur le compteur de modèles de
l’état de l’art, Cachet 6 [SBB+04b]. Ici, #FCachet est le nombre d’éléments de FCachet, l’en-
semble des requêtes « réalisables », c’est-à-dire les requêtes de notre échantillon pour lesquelles
Cachet a été capable de terminer avant la fin du temps limite (ou d’une erreur de segmenta-
tion). QCachet indique le temps moyen nécessaire à Cachet pour calculer les requêtes réalisables,
c’est-à-dire,

QCachet =
1

#F
Cachet

∑

γ∈FCachet

QCachet(Σ|γ)

où QCachet(Σ|γ) est le temps nécessaire à Cachet pour calculer ‖Σ|γ‖.
— deux approches par compilation, une ciblant d-DNNF et l’autre EADT∧, ont été utilisées. Nous

avons en recours au compilateur c2d 7 afin de compiler les instances Σ en d-DNNF 8 et notre
propre compilateur eadt pour compiler en EADT∧. Pour chaque langage L parmi d-DNNF et
EADT∧, Σ a tout d’abord été traduite en sa forme compilée Σ∗ ∈ L. Le temps de compilation
CL nécessaire pour calculer Σ∗ et le temps de réponse moyen aux requêtes QL ont été mesurés.
Pour chaque approche, nous avons aussi calculé deux ratios :

αL =
QL

Q
Cachet

et βL =

⌈

CL

Q
Cachet

−QL

⌉

Intuitivement, αL indique le temps en ligne gagné grâce à la compilation : plus il est petit, mieux
c’est. βL capture le nombre de requêtes nécessaire pour amortir le temps de compilation. L’ap-
proche L est utile seulement si αL < 1. Par convention, βL = +∞ quand αL ≥ 1.

5. SATLIB est disponible sur le site www.cs.ubc.ca/~hoos/SATLIB/index-ubc.html
6. Cachet est disponible à l’adresse suivante : www.cs.rochester.edu/~kautz/Cachet/index.htm
7. c2d est disponible à reasoning.cs.ucla.edu/c2d/
8. Nous avions aussi prévu d’utiliser le compilateur d-DNNF Dsharp [MMBH12] mais malheureusement, nous avons

rencontré le même problème celui que mentionné dans [Vor13] pour le lancer, ce qui nous a empêchés de l’utiliser.
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Quand nous avons utilisé notre compilateur eadt, nous avons borné la taille des clauses affines géné-
rées à k = 2 et utilisé la méthode de filtrage pour la reconnaissance des clause affines impliquées jusqu’à
une profondeur de 5. Dans ce cas, le remplacement de variable est particulièrement simple (on remplace
une variable par une variable et pas par une clause affine plus complexe). Les formules obtenues sont
donc des formules CNF quand la formule de départ est elle-même une formule CNF. Ceci permet de tirer
avantage des techniques implémentées dans le solveur intégré au compilateur pour détecter les formules
contradictoires rencontrées. Bien que nous ayons modifié ce solveur pour qu’il traite des instances ECNF,
il est plus efficace en pratique quand il opère sur des formules CNF.

Le tableau 4.3 présente les résultats obtenus. Chaque ligne correspond à une instance CNF Σ iden-
tifiée par la colonne la plus à gauche. Les deux premières colonnes donnent respectivement le nombre
#var de variables de Σ et le nombre #cla de clauses de Σ, les autres colonnes indiquent les valeurs
mesurées. Les différents temps de calculs rapportés sont exprimés en secondes.

Nous pouvons observer que chacune des approches compilées se montre utile lorsque la phase de
compilation aboutit. D’une part, pour chacune des approches par compilation dans L, les 1000 requêtes
de comptage ont été « réalisables » quand la compilation s’est terminée dans les temps. Pour cette raison,
nous n’avons pas donné dans le tableau le nombre #FL de requêtes réalisables. En revanche, le nombre
de requêtes réalisables par l’approche directe est parfois significativement plus petit que 1000, et l’écart-
type du temps de réponse aux requêtes pour de telles requêtes est souvent bien plus grand que l’écart
correspondant pour les approches compilées. D’autre part, le nombre de requêtes β à considérer afin
d’amortir le temps de compilation est fini pour toutes les instances considérées, sauf deux (une pour la
compilation en d-DNNF et une pour la compilation en EADT∧).

Les expérimentations ont aussi révélé que quelques instances de taille conséquente sont compilables.
Quand la compilation aboutit, β est généralement petit. En conséquence, le temps de comptage en ligne
peut diminuer de plusieurs ordres de grandeur. En particulier, la valeur optimale 1 pour le seuil de renta-
bilité β a été atteinte pour plusieurs instances quand le langage cible considéré est EADT∧. Cela signifie
que dans plusieurs cas, le temps passé à compiler la formule en EADT∧ est rentabilisé dès la première
requête de comptage. Ainsi, le compilateur eadt se montre aussi compétitif en tant que compteur exact
de modèles.

Finalement, nos expérimentations montrent que la compilation en EADT∧ donne de meilleurs résul-
tats que la compilation en d-DNNF dans de nombreux (mais pas tous les) cas. Quand la compilation
réussit dans les deux cas, les nombres de nœuds des formules EADT∧ et d-DNNF sont du même ordre
de grandeur, mais la formule EADT∧ est légèrement plus efficace pour traiter les requêtes de comptage.

4.4 Conclusion

Nous avons introduit des nouveaux langages cibles de compilation s’appuyant sur la notion de nœud
de décision affine. Nous avons montré que le langage EADT∧ est un langage de compilation très attractif
quand le comptage de modèles est une requête clé. En particulier, le langage EADT∧ offre les mêmes
requêtes que d-DNNF. Le sous-ensemble ADT de EADT∧ satisfait toutes les requêtes et mêmes transfor-
mations que celles offertes par le langage OBDD<. De plus, OBDD< n’est pas au moins aussi succinct que
ADT, ce qui place ADT comme un challenger possible du langage OBDD<. En pratique, l’approche par
compilation en EADT∧ pour compter les modèles apparaît compétitive quand on la compare au compteur
Cachet de modèles et à l’approche par compilation en d-DNNF. En effet, empiriquement, lorsque la
compilation aboutit, toutes les requêtes de comptage ont pu ensuite être réalisées dans le temps imparti.
Nous avons montré que, dans plusieurs cas, la compilation vers le langage EADT∧ suivie de la requête
de comptage de modèles est même plus rapide qu’une approche directe de comptage de modèles. Cela
signifie que dans certains cas, le temps de compilation est compensé dès la première requête.
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4.4.
C

onclusion
Instance Cachet c2d eadt

name #var #cla #F Q C Q α β C Q α β
All interval series
ais6 61 581 1000 0.531 1.23 4.10−5 8.10−7 2 0.01 < 1.10−7 < 2.10−7 1
ais8 113 1520 866 0.540 3.04 2.10−4 3.10−4 5 0.24 1.10−5 2.10−5 1
ais10 181 3151 325 0.578 12.3 1.10−3 2.10−3 21 7.69 1.10−4 2.10−4 13
ais12 265 5666 80 0.573 - - - - 410 1.10−3 2.10−3 717
Bounded model checking
bmc-ibm-2 2810 11683 1000 0.569 - - - - 0.37 2.10−5 4.10−5 1
bmc-ibm-3 14930 72106 999 13.04 412 0.93 7.10−2 34 180 6.10−3 5.10−4 13
bmc-ibm-4 28161 139716 1000 5.412 1128 9.09 1.679 +∞ - - - -
Planning
bw_large.a 459 4675 1000 0.537 15.05 2.10−5 4.10−5 28 < 1.10−4 < 1.10−7 < 2.10−7 1
bw_large.b 1087 13772 1000 0.612 48.88 5.10−5 8.10−5 79 0.01 < 1.10−7 < 2.10−7 1
bw_large.c 3016 50457 996 2.452 283.3 1.10−4 6.10−5 115 0.16 1.10−5 4.10−6 1
bw_large.d 6325 131973 896 31.44 - - - - 1.9 2.10−5 6.10−7 1
(bw) medium 116 953 1000 0.526 2.39 2.10−5 4.10−5 4 < 1.10−4 < 1.10−7 < 2.10−7 1
(bw) huge 459 7054 1000 0.543 15.11 2.10−5 4.10−5 27 < 1.10−4 < 1.10−7 < 2.10−7 1
Hanoi
hanoi4 718 4934 505 0.557 559.6 3.10−5 5.10−5 1004 0.13 < 1.10−7 < 2.10−7 1
hanoi5 1931 14468 440 0.619 2240 8.10−5 1.10−4 3621 1.1 1.10−5 2.10−5 1
logistics.a 828 6718 993 1.266 - - - - 6757 2.12 1.676 +∞
Circuit
ssa7552-038 1501 3575 1000 0.634 20.99 0.042 0.065 35 - - - -

TABLE 4.3 – Quelques résultats expérimentaux
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Chapitre 5

La compilation de réseaux de contraintes
en graphes de décision décomposables

multivalués
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Dans ce chapitre, une nouvelle approche de compilation de réseaux de contraintes est présentée. Un
algorithme descendant de compilation de réseaux de contraintes, à domaines finis, est décrit et évalué.
Ce compilateur cible un nouveau langage de compilation pour les réseaux de contraintes : le langage des
graphes de décision décomposables multivalués (MDDG). Ce langage peut être vu comme une générali-
sation du langage cible Decision-DNNF au cas où les variables figurant dans les contraintes ne sont
pas booléennes. Nous listons les différentes propriétés de la carte de compilation qui sont offertes par ce
langage. Nous montrons que notre approche permet le comptage de modèles de réseaux de contraintes
de manière relativement efficace. Ce travail a donné lieu à une publication dans les actes de la conférence
IJCAI 2015 [KLMT15].

Le formalisme des réseaux de contraintes permet souvent de modéliser plus simplement les pro-
blèmes que la logique propositionnelle, de par la diversité possible des contraintes que l’on peut utiliser
et par le fait que les variables d’un réseau de contraintes ne sont pas forcément booléennes. Comme en lo-
gique propositionnelle, le comptage de modèles est une requête clé pour la résolution de divers problèmes
représentés par des réseaux de contraintes. Toutefois, à l’instar du comptage en logique propositionnelle
(qui peut être vu comme un cas particulier du comptage des modèles d’un réseau de contraintes), cette
requête est coûteuse dans le cas général.
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Il est donc intéressant de tenter de définir une méthode moins coûteuse que celles qui existent pour
compter les modèles d’un réseau de contraintes. Il est à noter que peu de méthodes permettent jusqu’ici de
répondre à la requête de comptage. Ainsi, l’algorithme de comptage le plus répandu consiste à énumérer
l’ensemble des modèles du réseau et d’en compter le nombre. Cette approche est notablement inefficace
(et clairement impraticable dès que le nombre de modèles est élevé).

Comme en logique propositionnelle, on peut réaliser le comptage des modèles d’un réseau de contraintes
en suivant une approche par compilation. La compilation de réseaux de contraintes est un sujet qui a déjà
été considéré mais qui reste peu développé en comparaison à la compilation de formules proposition-
nelles. Les travaux réalisés sont souvent plus orientés vers des aspects théoriques (définition de langages
de compilation, étude de leurs propriétés) que pratiques (conception et évaluation de compilateurs). En
particulier, il y a peu de compilateurs fonctionnels et maintenus permettant de compiler un réseau de
contraintes vers un langage offrant le comptage de modèles en temps polynomial.

5.1 Le langage MDDG

Dans cette section, nous présentons le langage des graphes de décision décomposables multivalués
(MDDG) qui est le langage cible de notre compilateur de réseau de contraintes. Dans un premier temps,
dans le but de fixer un certain nombre de notions utilisées dans la suite, nous décrivons le langage (plus
général) des graphes de décision multivalués (MDG).

Définition 66 (MDG) Soit un ensemble fini X de variables à domaines finis. Le langage MDG des graphes
de décision multivalués (à nœuds de décision à lecture unique) sur X est l’ensemble des graphes ∆
orientés sans circuit à racine unique, tels que chaque feuille est étiquetée par ⊤ (vrai) ou ⊥ (faux), et
chaque nœud interne N est soit un nœud de conjonction N = ∧(N1, . . . , Ni) où les Ni représentent les
nœuds fils de N , soit un nœud de décision N = 〈Xi | xi1, . . . , xij〉 associé à une variable Xi ∈ X , de
domaine Di = {xi1, . . . , xij}. Tout chemin de la racine de ∆ a une feuille ne peut comporter qu’au plus
un arc étiqueté par une affectation élémentaire portant sur Xi, pour toute variable Xi ∈ X .

Chaque nœud de décision N = 〈Xi | xi1, . . . , xij〉 d’un graphe MDG peut être vu comme un nœud
∨ déterministe N = ∨(N1, . . . , Nj) tel que l’arc entre N et Nk (k ∈ {1, . . . , j}) est étiqueté par
l’affectation élémentaire {〈Xi, xik〉}.

Exemple 68 Nœud de décision Soit le nœud de décision N = 〈X4 | 0, 2, 4〉 portant sur la variable X4

ayant pour domaine D4 = {0, 2, 4}. Le nœud de décision N et sa représentation en nœud ∨ déterministe
sont schématisés sur les figures 5.1a et 5.1b.

Pour chaque nœud N d’un graphe MDG ∆, l’ensemble des variables de N , noté Var(N), est défini
inductivement comme suit :

— si N est une feuille, alors Var(N) = ∅ ;
— si N = ∧(N1, . . . , Ni) est un nœud ∧, alors Var(N) =

⋃i
k=1 Var(Nk) ;

— si N est un nœud de décision N = ∨(N1, . . . , Nj) associé à une variable Xi, alors Var(N) =

{Xi} ∪
⋃j

k=1 Var(Nk).
L’évaluation d’une formule MDG se fait en un seul parcours du graphe, de la manière suivante :

Définition 67 (Sémantique d’un graphe MDG) Soit s une instantiation complète sur l’ensemble de va-
riables X et soit ∆ une formule MDG définie sur X , ayant pour racine N . Nous définissons la valeur de
vérité du graphe ∆ pour l’instantiation s, noté eval(N, s), de manière inductive comme suit :

— si N est une feuille ⊤, alors eval(N, s) = ⊤ ;
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X4

. . . . . . . . .

〈X4,0〉 〈X4,2〉 〈X4,4〉

(a) Représentation du nœud de décision

∨

. . . . . . . . .

〈X4,0〉 〈X4,2〉 〈X4,4〉

(b) Représentation en nœud ∨ déterministe

— si N est une feuille ⊥, alors eval(N, s) = ⊥ ;
— si N = ∧(N1, . . . , Ni) est un nœud ∧, alors eval(N, s) = ∧(eval(N1, s), . . . , eval(Ni, s)) ;
— si N est un nœud de décision N = ∨(N1, . . . , Nj) associé à la variable X , alors eval(N, s) =

eval(Nk, s) avec 〈X,xk〉 ∈ s.

Soit s une instanciation complète sur X et ∆ un graphe MDG défini sur X et de racine N . L’ins-
tantiation s est une solution (ou modèle) de ∆ si et seulement si le graphe ∆ eval(N, s) est évalué à
vrai.

Il est aisé de montrer que MDG ne permet pas le comptage de modèles en temps polynomial sauf si P

= NP. Il faut donc imposer des conditions supplémentaires pour cela. Nous nous intéressons dans la suite
à un sous-ensemble particulier de MDG, le langage des graphes de décision décomposables multivalués
(MDDG). Le langage MDDG est le sous-ensemble MDG contenant des graphes où les nœuds de conjonction
sont décomposables.

Définition 68 (MDDG) Un graphe MDDG ∆ est un graphe MDG dans lequel tout nœud de conjonction
N = ∧(N1, . . . , Ni) est décomposable : pour tous k, l ∈ {1, . . . , i}, tels que k 6= l, nous avons
Var(Nk) ∩ Var(Nl) = ∅.

Exemple 69 Dans la suite de ce chapitre, nous considérons à titre d’exemple le réseau de contraintes
N défini sur quatre variables X1, X2, X3 et X4, chacune étant associée au même domaine D1 = D2 =
D3 = D4 = {0, 1, 2}. N porte sur trois contraintes C1, C2 et C3, caractérisées par les expressions
suivantes :

— C1 = (X1 6= X2) ;
— C2 = (X2 = 0) ∨ (X2 = 1) ∨ (X2 = X3 +X4 + 1) ;
— C3 = (X3 > X4).
La figure 5.2 représente le graphe d’incidence du réseau de contrainte N .

Par exemple, le graphe MDDG donné à la figure 5.3 est équivalent au réseau de contraintes N donné
dans l’exemple 69 : les deux représentations ont le même ensemble de solutions. Notons que pour des
raisons de lisibilité, les arcs conduisant à une feuille ⊥ ne sont pas représentés sur la figure et la feuille
⊤ est dupliquée. De plus, les nœuds avec un seul fils sont supprimés et leurs étiquettes (dans le cas
des nœuds de décision) sont regroupées avec celles de leur arc incident. En effet, durant la phase de
compilation, il arrive que des affectations élémentaires soient obtenues par propagation. Dans ce cas,
les nœuds de décision ne sont pas explicitement construits. En effet, comme la valeur est obtenue par
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X1 X1 6=X2 X2 (X2=0)∨(X2=1)∨(X2=X3+X4+1)

X3

X3>X4

X4

FIGURE 5.2 – Graphe d’incidence du réseau de contraintes N

∨

∧ ∧ ∧

∨ ∨ ∨ ∨

⊤⊤ ⊤ ∨ ⊤ ⊤

⊤

〈X2,0〉 〈X2,1〉 〈X2,2〉

〈X3,1〉

〈X4,0〉〈X1,1〉 〈X1,2〉

〈X3,1〉

〈X4,0〉 〈X3,2〉 〈X1,0〉 〈X1,2〉 〈X1,0〉 〈X1,1〉

〈X4,0〉 〈X4,1〉

FIGURE 5.3 – Graphe MDDG équivalent au réseau de contraintes de l’exemple 69.
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X2

∧ ∧ ∧

X1 X3 X1 X1

⊤⊤ ⊤ ∨ ⊤ ⊤

⊤

〈X2,0〉 〈X2,1〉 〈X2,2〉

〈X3,1〉

〈X4,0〉〈X1,1〉 〈X1,2〉

〈X3,1〉

〈X4,0〉 〈X3,2〉 〈X1,0〉 〈X1,2〉 〈X1,0〉 〈X1,1〉

〈X4,0〉 〈X4,1〉

FIGURE 5.4 – Un MDDG équivalent au CN de l’exemple 69.
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propagation, cela signifie que la variable ne pourra pas avoir d’autre valeur que celle propagée. Il est
donc inutile de créer un nœud décision portant sur cette variable puisqu’il n’aurait qu’un seul fils.

Le nœud racine du graphe MDDG obtenu est le premier nœud de décision N1 = 〈X2 | 0, 1, 2〉. Il
est étiqueté par la variable X2. Nous remarquons qu’une fois la variable X2 affectée, la formule est
décomposable en deux composantes connexes distinctes. D’un côté, nous avons le réseau de contraintes
portant sur l’ensemble de variables {X1} et de l’autre celui portant sur l’ensemble de variables {X3, X4}.

5.2 MDDG et ses voisins

Le langage MDDG possède des similarités avec le langage MDD considéré dans [AFNP14], ainsi
qu’avec le langage AOMDD considéré dans [MD06, MDM08], mais il ne coïncide avec aucun d’entre
eux.

Ainsi, les langages MDD et MDDG ne sont pas comparables en terme d’inclusion. D’un côté, une repré-
sentation d’un réseau de contraintes en MDD est une structure non déterministe. En effet, dans le langage
MDD plus d’un arc sortant d’un nœud de décision étiqueté par une variable Xi peut être étiqueté par une
même valeur du domaine Di de Xi, alors que les nœuds de décision des MDDG sont toujours détermi-
nistes. Chaque nœud de décision, d’une formule MDDG, portant sur une variable Xi est l’origine de |Di|
arcs. D’un autre côté, les représentations en MDDG autorisent des nœuds de conjonction décomposables,
tandis que les nœuds internes des MDD sont tous des nœuds de décision.

De la même manière, les langages AOMDD et MDDG ne sont pas comparables du point de vue de l’in-
clusion. Le langage AOMDD est adapté à la compilation de modèles graphiques, en particulier des réseaux
bayésiens. Il permet la représentation de fonctions non booléennes, comme des fonctions d’utilité ou de
coût, des distributions de probabilités discrètes, etc. Le langage MDDG ne le permet pas (la sémantique
d’un graphe MDDG est booléenne). De plus, les AOMDD sont des structures ordonnées qui respectent un
pseudo-arbre induit par un ordre prédéfini d’élimination des variables. C’est un pré-requis indispensable
pour assurer la canonicité des AOMDD. À l’opposé, les MDDG n’imposent pas une telle condition. Les re-
présentations en MDDG ne sont pas canoniques. Plusieurs formules MDDG différentes peuvent représenter
un même réseau de contraintes.

Nous notons que le langage booléen Decision-DNNF [OD14, FM06] est un sous-ensemble du lan-
gage des MDDG où chaque variable possède un domaine booléen. En plus du gain d’expressivité obtenu
en autorisant des domaines non booléens, le langage MDDG offre essentiellement les « mêmes requêtes
et les mêmes transformations » que le langage Decision-DNNF (évidemment, une fois étendue au cas
des réseaux de contraintes, de façon à prendre en compte le fait que les variables ne sont pas forcément
booléennes). On trouve parmi elles le comptage de solutions (éventuellement pondérées), l’énumération
de solutions et le conditionnement. Les algorithmes en temps polynomial utilisés pour réaliser ces re-
quêtes et transformations quand le langage Decision-DNNF est ciblé peuvent être étendus facilement
au langage MDDG.

La carte de compilation des langages booléens peut ainsi être étendue aux différents langages de
compilation pour les réseaux de contraintes. Les deux tableaux indiquent respectivement les requêtes 5.5
et les transformations 5.6 offertes par les langages propositionnels qui ont fait l’objet de notre attention
dans cette thèse. Nous les complétons en introduisant les langages MDD et MDDG.

Pour montrer que CT est satisfait, il suffit de mettre en évidence un algorithme de comptage de
modèles qui opère en temps polynomial sur le réseau de contraintes donné en entrée. Le compteur de
modèles sharpmddg donné à l’algorithme 7 montre comment compter les modèles d’un graphe MDDG.
Il s’agit d’un algorithme récursif ascendant, qui opère des feuilles du graphe vers sa racine. Si le nœud
courant est un nœud⊥, alors l’algorithme retourne 0 modèles. Si le nœud est un nœud⊤, alors le nombre
de modèles de ce nœud est 1. Si N est une nœud de conjonction décomposable, alors le nombre de
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L CO VA CE IM EQ SE CT ME

EADT∧
√ √ √ √

? ?
√ √

EDT
√ √ √ √

? ?
√ √

ADT
√ √ √ √ √ √ √ √

DT
√ √ √ √ √ √ √ √

OBDD<
√ √ √ √ √ √ √ √

d-DNNF
√ √ √ √

? ◦ √ √

MDD ◦ ◦ √ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
MDDG

√ √ √ √
? ◦ √ √

FIGURE 5.5 – Requêtes.
√

signifie “satisfait” et ◦ signifie “ne satisfait pas sauf si P = NP.”

L CD FO SFO ∧C ∧BC ∨C ∨BC ¬C
EADT∧

√ ◦ ? ◦ ◦ ◦ ? ?
EDT

√ ◦ ? ◦ ◦ ◦ ? ?
ADT

√ ◦ √ ◦ √ ◦ √ √

DT
√ ◦ √ ◦ √ ◦ √ √

OBDD<
√ ◦ √ ◦ √ ◦ √ √

d-DNNF
√ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ?

MDD
√ ◦ ◦ √ √ √ √

?
MDDG

√ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ?

FIGURE 5.6 – Transformations.
√

signifie “satisfait” et ◦ signifie “ne satisfait pas sauf si P = NP.”
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Algorithme 7 : sharpmddg(Σmddg)

entrée : La racine N = RΣmddg
d’un graphe MDDG

sortie : Le nombre de modèles de Σmddg

1 si N = leaf(⊤) alors
2 return 1

3 si N = leaf(⊥) alors return 0;

4 si N =
∧k

i=1Ni alors
5 #models = 1;
6 pour tous les Ni de 1 à k faire
7 #models = #models× sharpmddg(Ni);

8 return #models;

9 sinon
10 //N = 〈Xi | Ni1, . . . , Nij〉 est alors un nœud de décision;
11 #models = 0;
12 pour tous les Nik de i1 à ij faire
13 cadrage = 1;
14 pour chaque Xj variable de Var(N) \ Var(Nik) faire
15 cadrage = cadrage× | Dj |;
16 #models = #models+ sharpmddg(Nik)× cadrage;

17 return #models;

modèles de ce nœud correspond au produit des nombres de modèles de ses fils. Enfin, si N est un nœud
de décision, alors le nombre de modèles de N est représenté par la somme des nombres de modèles de ses
fils, chacun multiplié par un facteur de cadrage qui lui est propre et est égal au produit des cardinaux des
domaines des variables apparaissant dans N mais pas dans le fils considéré (autrement dit, apparaissant
dans un des frères du fils considéré, mais pas dans le fils lui-même).

5.3 Un compilateur CN-to-MDDG de type descendant

Dans cette section, nous présentons d’abord les ingrédients utilisés dans notre compilateur cn2mddg

qui associe un réseau de contraintes donné en entrée à un graphe MDDG ayant les mêmes solutions. Nous
présentons ensuite le compilateur lui-même.

Le compilateur cn2mddg que nous avons développé est de type descendant. Il prend en entrée un
réseau de contraintes représenté sous le format XCSP 2.1 [RL09], et retourne une représentation MDDG
équivalente à celui-ci. Notre compilateur prend en compte toutes les caractéristiques basiques offertes
par le format XCSP 2.1. En particulier, les contraintes peuvent être représentées en intension (en tant
que « prédicats ») ou en extension (en tant que « relations »). Cependant, seules trois contraintes glo-
bales seulement sont supportées par notre compilateur dans sa forme actuelle : allDifferent, weightedSum
(c’est-à-dire les contraintes linéaires), et element. Il est évidemment aussi possible d’encoder toutes ces
contraintes comme des « relations », mais dans ce cas il n’est pas possible de profiter des propagateurs
dédiés à ces contraintes globales.

L’architecture de notre compilateur est similaire à celle des compilateurs de type descendant pour
les domaines booléens, comme c2d (http://reasoning.cs.ucla.edu/c2d/), ou Dsharp
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(http://www.haz.ca/research/dsharp/), tous deux ayant pour cible le langage Decision-DNNF.
Notre compilateur est basé sur un algorithme de recherche de solutions, en suivant la trace d’un

solveur [HD07]. Celui-ci n’est toutefois pas un solveur standard, mais en fait un solveur adapté afin
d’améliorer les performances du processus de compilation.

Ce solveur utilise des ingrédients similaires à ceux proposés dans c2d et dans Dsharp, dont l’ana-
lyse de conflits pour guider la recherche, la propagation de contraintes afin de simplifier la formule, la
mise en cache (caching) de composantes afin d’éviter la duplication de parties identiques pour la forme
compilée. Enfin, nous utilisons une heuristique de choix de variable dynamique, comme Dsharp, qui
tire parti de l’heuristique de choix de variable vsads). A contrario, dans c2d l’heuristique de choix de
variable est statique.

La méthode de caching et l’heuristique de choix de variable utilisées dans cn2mddg sont spécifiques
à la nature de l’entrée (un réseau de contraintes CN), qui est effectivement plus structurée qu’une formule
propositionnelle exprimée dans un format dit « plat », comme CNF. De plus, cn2mddg exploite une
méthode spécifique pour gérer les contraintes universelles. La gestion des contraintes universelles permet
d’effectuer plus de simplifications lors de la compilation.

Nous décrivons de manière plus précise dans les sous-sections suivantes la façon dont nous pouvons
utiliser ces divers ingrédients pour la compilation de réseaux de contraintes.

5.3.1 Les contraintes universelles

Les contraintes universelles sont des contraintes qui sont nécessairement satisfaites, quelles que
soient les affectations des variables apparaissant dans leur portée, et cela suivant les domaines courants
des variables. Par exemple, avec le réseau de contraintes donné dans l’exemple 5.2, quand la contrainte
C2 est conditionnée par une affectation élémentaire {〈X2, 0〉} ou {〈X2, 1〉}, C2 devient universelle.

À chaque étape de la compilation, les contraintes universelles sont détectées. La détection d’une
contrainte universelle étant coûteuse en temps, il est contraignant d’effectuer ce test pour chaque contrainte
à chaque nœud du graphe de compilation. L’universalité de chaque contrainte Cj = (Sj , Rj) ∈ C est
donc testée uniquement s’il existe au moins un Xi ∈ sj tel que Di a été réduit par propagation à la
suite de la dernière instantiation élémentaire. Nous cherchons ainsi une instantiation s des variables dans
la portée de Cj parmi les valeurs de leur domaine courant telle que s ne satisfait pas Rj . Cj est valide
si et seulement si nous ne pouvons pas trouver une telle instantiation s. Pour des raisons d’efficacité,
s est cherchée d’une façon paresseuse. Une fois une instatciation s trouvée, elle est sauvegardée, puis
reconsidérée en priorité lorsque l’universalité de Cj est à nouveau testée.

Une fois détectées, les contraintes universelles Cj sont simplement supprimées du réseau courant. La
suite des traitements est donc simplifié puisque ces contraintes n’ont plus besoin d’être prises en compte.
La suppression d’une contrainte dans un CN entraîne la suppression d’arêtes dans le graphe d’incidence
du CN, cela favorise donc aussi la décomposition. Enfin, la suppression des contraintes universelles du
problème influence l’heuristique de choix de variable puisque celle-ci est basée sur le graphe d’incidence
du réseau de contraintes. Notons que dans les compilateurs ciblant le langage Decision-DNNF, la
gestion des contraintes universelles revient simplement à ignorer toutes les clauses partageant un littéral
avec l’interprétation partielle courante.

Exemple 70 Soit C = X1 + X2 ≤ X3 une contrainte C portant sur les trois variables X1, X2 et
X3 ayant respectivement pour domaines D1 = D2 = {0, 1, 2} et D3 = {4, 5, 6}. Cette contrainte est
représentée par la figure 5.7. Lorsque nous considérons l’assignation X2 = 1, toute assignation des
variables X1 et X3 satisfait la contrainte C. Donc lorsque X2 est assignée à la valeur 1, la contrainte
devient universelle, comme illustré à la figure 5.8.
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X1 1

2

3

X2 1

2

3

X1+X2≤X3

X34

5

6

FIGURE 5.7 – Graphe de la contrainte C

X1 1

2

3

X2 1

X1+X2≤X3

X34

5

6

FIGURE 5.8 – Contrainte C rendue universelle après assignation de X2 à 1

5.3.2 Le caching

La mise en cache (caching) est une technique cruciale pour les compilateurs calculant des représenta-
tions à base de graphes orientés sans circuit (DAG). Le but est d’éviter d’explorer le même sous-problème
deux fois ou plus, et de dupliquer la partie compilée. En effet, du fait de l’interchangeabilité (condition-
nelle) des valeurs qui apparait dans beaucoup de réseaux, il arrive souvent que deux états de décision
distincts s1 et s2 considérés successivement pendant la recherche conduisent au même sous-problème,
autrement dit N | s1 et N | s2 sont équivalents.

Dans une telle situation, plutôt que de compiler les deux réseaux, il est plus judicieux de ne compiler
que N | s1, puis d’enregistrer dans le cache une clé de N | s1 associée à la racine N du nœud de sa
représentation en MDDG et détecter que N | s2 est équivalent à N | s1 en cherchant dans le cache à
chaque étape de la compilation. Ainsi, au lieu de calculer le graphe correspondant à N | s2, il suffit de
créer un arc pointant vers N . Par exemple, pour le réseau de contraintes utilisé comme exemple récurrent
dans ce chapitre, la composante sur {X3, X4} obtenue par décomposition dynamique est la même pour
les états {〈X2, 0〉} et {〈X2, 1〉} ; nous n’avons donc pas besoin de la dupliquer.

Cependant, tester l’équivalence de deux réseaux de contraintes est un problème coNP-complet et un
nombre exponentiel d’instances de ce problème devront être considérées un durant la compilation. Pour
ces raisons, il est impossible de réaliser un caching en force brute dans lequel l’équivalence des réseaux
serait effectivement testée. De ce fait, deux réseauxN | s1 etN | s2 sont considérés comme équivalents
lorsqu’ils sont syntaxiquement identiques.

Une autre difficulté posée par le caching concerne la taille des entrées du cache, qui doivent rester
aussi petites que possible. Pour notre mise en cache, nous enregistrons d’abord les domaines courants
des variables du problème, c’est-à-dire s restreint à ses variables non affectées. Stocker l’ensemble des
contraintes courantes serait bien trop gourmand en espace. Heureusement, c’est inutile dans la plupart
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des cas. En effet, toute contrainte Cj = (Sj , Rj) telle que Sj ∩ single(s) = ∅ n’a pas besoin d’être
sauvegardée (étant donné qu’elle n’est pas affectée). De plus, aucune contrainte Cj = (Sj , Rj) binaire du
réseau donné en entrée n’a besoin d’être enregistrée à partir du moment où ce réseau est arc-cohérent. En
effet, si aucune variable de Sj = {Xi, Xk} n’a été instantiée, alors nous sommes dans le cas précédent.
Si les deux variables Xi, Xk de Sj sont instantiées alors soit la contrainte est universelle, soit elle est
incohérente et donc, il est inutile de la stocker (dans aucun des deux cas). Enfin, si une seule variable
Xi de Sj est instantiée (disons à la valeur xi) alors la projection sur la variable restante (non instantiée)
Xk de la restriction Rj à Xi = xi, coïncide avec la restriction de s à {Xk} quand le réseau courant
est arc-cohérent. Cela rappelle le traitement des clauses binaires dans Dsharp, qui n’ont pas besoin de
figurer dans le cache du moment où la propagation unitaire a été effectuée [MMBH12].

De manière similaire, nous n’avons pas besoin d’enregistrer les contraintes allDifferent qui peuvent
être considérées comme des conjonctions de contraintes binaires. Les contraintes restantes sont sauve-
gardées dans notre cache. Pour les contraintes représentées en intension, les variables instantiées dans
s sont remplacées par leurs valeurs dans les prédicats, et on effectue une étape de simplification dans
le but de réduire les représentations des contraintes. Les contraintes représentées en extension sont sto-
ckées explicitement. Finalement, pour chaque contrainte weightedSum, les variables instanciées dans s
sont remplacées par leurs valeurs, les contraintes sont simplifiées et seul le terme constant en résultant
a besoin d’être sauvegardé. Les contraintes de type element qui sont binaires n’ont pas besoin d’être
sauvegardées. Pour les contraintes de types n-aires, on enregistre en cache {〈Xi, xi〉 ∈ s | Xi ∈ Sj}.

5.3.3 L’heuristique de choix de variable

Notre heuristique de choix de variable bc est basée sur une notion de centralité d’intermédiarité (bet-
weenness centrality) utilisée en algorithmique des graphes [Bra08]. Étant donné un nœud Xi ∈ X dans
un graphe (X , E), bc(Xi) est donné par le nombre de plus courts chemins entre toute paire de nœuds
passant par Xi. Dans notre cas, le graphe considéré (X , E) est le graphe primal du réseau de contraintes
courant dans lequel les nœuds sont identifiés par les variables qu’ils étiquettent (et deux nœuds sont reliés
par une arête quand les variables correspondantes sont utilisées dans une même contrainte). Formelle-
ment,

bc(Xi) = ΣXj 6=Xi 6=Xk

σXi
(Xj , Xk)

σ(Xj , Xk)

où Xi, Xj et Xk sont des nœuds du réseau, σ(Xj , Xk) est le nombre de plus courts chemins de Xj à Xk

et σXi
(Xj , Xk) est le nombre de ces chemins passant par Xi.

Il apparaît clairement qu’affecter en priorité les variables centrales du graphe primal (X , E) d’un
réseau de contraintes favorise la génération de composantes connexes disjointes de taille similaire. Ceci
permet la décomposition du réseau en plusieurs sous-réseaux indépendants (portant sur des ensembles
disjoints de variables), de tailles proches, pouvant être compilés séparément et rassemblés par un nœud
∧ dans la représentation cible en MDDG. Le calcul de la centralité d’intermédiarité de tous les nœuds
dans (X , E) peut être effectué en O(n.p), où n = #(X ) et p = #(E). En pratique, le calcul de bc(Xi)
pour chaque nœud Xi du graphe (X , E) d’un réseau de contraintes est suffisamment efficace pour être
effectué dynamiquement, c’est-à-dire être calculé pour chaque réseau rencontré lors de la compilation.

Exemple 71 Calcul de la centralité d’intermédiarité
Soient N1 et N2 deux réseaux de contraintes schématisés respectivement par les figures 5.9 et 5.10.

Pour le réseau de contraintes N1, représentant l’exemple 69, X2 est l’unique variable maximisant la
valeur de bc. En effet, si nous suivons la formule 5.3.3 avec i = 2, le nombre de plus courts chemins
entre chaque j 6= k 6= 2 est de 3. Nous avons à prendre en compte les chemins X1 − X3, X1 − X4 et
X3 − X4. Le nombre de ces chemins passant par X2 est donc de 2. Nous avons donc bc= 2

3 pour ce
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FIGURE 5.9 – Graphe primal du réseau de contraintes N1
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FIGURE 5.10 – Graphe primal du réseau de contraintes N2

nœud. Pour chacun des trois autres nœud, nous pouvons facilement observer qu’il existe trois plus courts
chemins entre les nœuds du graphe primal différents de celui considéré. Cependant, aucun d’entre eux
ne passe par le nœud que nous considérons. Nous avons donc bc= 0

3 pour chacun de ces nœuds du
graphe. L’heuristique basée sur la centralité d’intermédiarité proposera donc d’affecter en premier lieu
la variable X2. Nous remarquons qu’une fois la variable X2 affectée, le graphe primal de N1 peut être
découpé en deux sous-graphes indépendants. D’un côté, le graphe contenant le nœud X1 et de l’autre
celui contenant les nœuds X3 et X4. Le nombre de composantes connexes a ainsi augmenté.

Le même raisonnement s’applique pour le graphe primal du réseau de contraintes N2. Pour chaque
nœud, nous avons 6 plus courts chemins différents entre chaque couple de | Var(N2) | −1 variables
du réseau de contraintes N2. En particulier, le nœud X3 figure dans 4 chemins. Nous avons les chemins
X1 −X4, X1 −X5, X2 −X4 et X2 −X5 qui passent par le nœud X3. Enfin, les chemins X1 −X2 et
X4 −X5, qui, eux, ne passent pas par X3. Donc la valeur retournée par l’heuristique bc pour X3 est 4

6 .
X3 est l’unique variable maximisant la valeur de bc pour ce réseau de contraintes N2. Nous remarquons
qu’une fois cette variable instantiée, N2 peut être découpé en deux sous-graphes indépendants de même
taille. Le premier porte sur les variables X1 et X2 et le second sur les variables X4 et X5.

5.3.4 L’algorithme de compilation

Nous pouvons maintenant décrire le compilateur cn2mddg que nous avons développé.
L’algorithme 8 présente le pseudo-code de ce compilateur. La compilation d’un réseau de contraintes

N s’effectue en appellant cn2mddg sur ce réseau et l’état de décision initial s = {〈Xi, xi〉 | Xi ∈
X , xi ∈ Di}. Tout d’abord (ligne 1), on établit l’arc-cohérence de N avec s (les valeurs des variables
apparaissant dans s n’étant pas supportées parN sont supprimées de l’état). Pour des raisons d’efficacité,
l’arc-cohérence est assurée au tout début (au premier appel) puis est maintenue dynamiquement à chaque
fois qu’une nouvelle affectation élémentaire est considérée (ligne 13).

Ensuite, N est conditionné par l’état courant (ligne 2). Dans notre implémentation, le conditionne-
ment N | s à la ligne 2 est fait implicitement (nous le présentons ainsi pour des raisons de clarté). À
chaque étape, seules les listes des variables non instantiées et des domaines courants sont mises à jour
(pour des raisons d’efficacité, les contraintes ne sont jamais modifiées).

A la ligne 3, nous appelons un solver CSP afin de déterminer si N est cohérent. Nous avons déve-
loppé notre propre solver, basé sur une recherche en profondeur avec retour en arrière chronologique,

111



Chapitre 5. La compilation de réseaux de contraintes en graphes de décision décomposables multivalués

Algorithme 8 : cn2mddg(N )

entrée : un réseau de contraintes N = (X ,D, C), et un état de décision s sur une partie de X
sortie : la racine N d’une représentation MDDG équivalente à N | s

1 s← ac(N , s);
2 N ← N | s;
3 if unsat(N ) then return leaf(⊥);
4 if #(X ) = 0 then return leaf(⊤);
5 if cache(N ) 6= nil then return cache(N );
6 C ← removeUniversal(C);
7 CoCo ← connectedComponents(N );
8 N∧ ← ∅;
9 foreach Co ∈ CoCo do

10 Xi ← selectVariable(Co);
11 N∨ ← ∅;
12 foreach xi s.t. 〈Xi, xi〉 ∈ s do
13 N∨ ← N∨ ∪ cn2mddg(N , s[Co \ {Xi}] ∪ {〈Xi, xi〉});
14 N∧ ← N∧ ∪ dNode(Xi, N∨);

15 N ← aNode(N∧);
16 cache(N )← N ;

17 return N ;

utilisant l’heuristique dirigée par les conflits (devenue standard) dom/wdeg [BHLS04]. L’arc-cohérence
est maintenue à chaque point de choix. Un poids est associé à chaque contrainte Cj de C, et est incré-
menté chaque fois qu’un conflit impliquant Cj est détecté. Si N est incohérent, alors il est équivalent à
la formule MDDG réduite à la feuille étiquetée par ⊥, retournée par l’algorithme.

La ligne 4 concerne le dernier cas de base, quand toutes les variables de X ont été considérées. Dans
ce cas, N est équivalent à la formule MDDG ⊤, retournée par l’algorithme.

On recherche alors si le réseau courant N a déjà été rencontré lors de la compilation (ligne 5). On
utilise pour cela la fonction cache qui fait le lien entre les réseaux rencontrés et la racine du MDDG corres-
pondant au réseau. Si N a déjà été trouvé durant la compilation, alors l’algorithme retourne simplement
la racine du nœud de la formule MDDG correspondante.

Sinon on simplifie N en supprimant les contraintes universelles qu’elle contient (ceci est effectué
par la fonction removeUniversal à la ligne 6).

Puis, on cherche les composantes connexes du réseau obtenu (ligne 7). La fonction connectedCom-

ponents retourne une partition CoCo de l’ensemble courant des variables X correspondant aux compo-
santes connexes du graphe primal de N (un simple parcours en largeur d’abord du graphe permet de les
déterminer). Ensuite, on considère chaque élément Co de CoCo successivement (ligne 9). Co est donc
un ensemble de variables indépendant des autres éléments de CoCo. Chaque réseau N correspondant
peut donc être compilé séparément, que l’on regroupe dans un ensemble de nœuds N∧ préalablement
initialisé à l’ensemble vide (ligne 8). Pour chaque réseau Co, l’état de décision courant s peut être réduit
aux variables apparaissant dans Co. Une variable Xi est choisie grâce à la fonction selectVariable en
ligne 10. Ensuite, en ligne 12, on considère successivement chacune des valeurs xi du domaine courant
de Xi. Plus précisément, pour chaque valeur xi, on construit une affectation élémentaire correspondante
{〈Xi, xi〉}. On conditionne le réseau par s que l’on a restreint aux variables de Co privées de Xi, auquel
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on ajoute l’affectation {〈Xi, xi〉} ; ce réseau est compilé récursivement (ligne 13). L’ensemble N∨ des
nœuds de décision, initialisé à l’ensemble vide (ligne 11), est mis à jour (ligne 13). Lorsque toutes les
valeurs xi du domaine ont été considérées, on construit un nouveau nœud de décision étiqueté par Xi que
l’on ajoute à l’ensemble des nœuds N∧ (ligne 14). Une fois traité l’ensemble des éléments de CoCo, on
rassemble les éléments de N∧ en une conjonction sous forme d’un nœud ∧N grâce à la fonction aNode

à la ligne 15. On associe ce nœud à l’entrée N du cache (ligne 16). Enfin, en ligne 17, nous retournons
la racine du MDDG représentant N .

L’exécution de l’algorithme cn2mddg est garantie de se terminer, puisqu’à chaque étape de récursion,
au moins une variable du réseau initial N est instanciée. Par construction, les solutions du graphe MDDG
obtenu comme résultat sont exactement les mêmes que celles du réseau N en entrée.

5.4 Expérimentations

Dans cette section, nous présentons les expérimentations réalisées pour évaluer notre compilateur
cn2mddg et discutons des résultats obtenus.

Alors que la compilation de réseaux de contraintes est un sujet de recherche actif depuis des années
(voir [Ami99, Vem92, AFM02, FV04, AFNP12, AFNP14]), il n’existe pas (à notre connaissance) de
compilateurs adaptés aux réseaux portant sur des variables ayant des domaines non booléens et gérant
des contraintes représentées en intension. En particulier, le compilateur AOMDD (disponible à l’adresse
http://graphmod.ics.uci.edu/group/aomdd) suppose que toutes les contraintes du réseau
donné en entrée sont représentées en extension par leurs n-uplets autorisés. Heureusement, un grand
nombre d’encodages CNF pour les réseaux de contraintes existent (voir, entre autres [dK89, BB03, IM94,
TTB11, Wal00, Gen02]). Ceci va nous permettre de comparer notre approche à une approche par com-
pilation en Decision-DNNF précédée d’une transformation du réseau en une formule CNF.

5.4.1 Le cadre expérimental

Nous avons sélectionné 173 réseaux de contraintes issus de 15 familles différentes. Certaines ins-
tances contiennent des contraintes définies en extension, par leurs listes des n-uplets autorisés ou encore
par leurs listes de n-uplets interdits. Pour d’autres instances, les contraintes sont données en intension.

Nous avons compilé chaque réseau de contraintes en une représentation en MDDG grâce au compila-
teur cn2mddg. Nous avons ensuite compilé ces mêmes réseaux de contraintes en une représentation en
Decision-DNNF, en traduisant d’abord chaque réseau/instance en une formule CNF, puis en utilisant
le compilateur Dsharp, qui produit une représentation en Decision-DNNF à partir d’une formule
CNF.

L’efficacité de la compilation (i.e., le temps de compilation et la taille de la forme compilée produite)
dépend fortement de la façon dont de l’instance est représentée. C’est pourquoi nous avons considéré
deux encodages différents de réseaux de contraintes vers des formules CNF. Tout d’abord, le sparse en-
coding, qui consiste à encoder les domaines des variables, puis les contraintes suivant une méthode mixte
(dans le but de minimiser le nombre de clauses générées, chaque contrainte est encodée en utilisant soit le
support encoding soit le conflict encoding). Ensuite, le log encoding, qui utilise un nombre logarithmique
de variables booléennes pour encoder les domaines des variables et qui encode les contraintes suivant le
conflict encoding.

Certains traducteurs disponibles, comme Sugar [TTKB09] ou Azucar [TTB12], s’appuient sur
des encodages qui ne préservent pas l’équivalence, et ne peuvent donc pas être utilisés tels quels dans
notre cadre. En effet, ces approches sont orientées vers la résolution du problème de satisfaction. Par
conséquent, elles cherchent à réduire le plus possible la taille de la formule générée, et cela au détriment
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du maintien de l’équivalence logique (qui n’est pas indispensable dans la perspective du test de cohé-
rence). Les formules obtenues ne sont qu’équivalentes pour la cohérence avec le réseau initial : le réseau
est cohérent si et seulement si la formule CNF produite l’est aussi.

Pour chaque instance, nous avons calculé le temps de compilation (en secondes) et la taille de la
formule compilée (le nombre d’arcs dans le graphe obtenu). Pour les approches basées sur une transfor-
mation en CNF, nous avons aussi calculé le temps de traduction et la taille de la formule CNF obtenue
(le nombre de variables et de clauses). Nous avons lancé nos expérimentations sur un Quad-core Intel
XEON X5550 avec 32Gio de mémoire. Pour chaque instance, nous avons fixé un temps limite (time-out)
à 3600 secondes pour la phase de transformation en CNF et un espace mémoire limite de 8Gio pour
stocker la formule CNF. De même, nous avons fixé un temps limite de 3600 secondes pour les phases de
compilation et un espace mémoire limite de 8Gio pour calculer la représentation de la forme compilée.

5.4.2 Les résultats obtenus

Dans le temps et la mémoire alloués, le compilateur cn2mddg a réussi à compiler 131 instances sur
les 173 testées. La compilation s’est terminée sur un time-out (TO) pour 32 instances, et sur un memory-
out (MO) pour 10 instances. Nous pouvons observer un très grand écart de performances avec Dsharp
qui n’a compilé que 83 instances quand le sparse encoding a été utilisé, et 61 instances lorsque le log
encoding a été utilisé.

Plus en détails, la transformation en CNF a conduit à 27 memory-out avec le sparse encoding (respec-
tivement 35 avec le log encoding). Sur les 146 (respectivement 138) instances restantes, la compilation
des CNF obtenue en Decision-DNNF par Dsharp s’est terminée sur un time-out pour 24 instances
(respectivement 21), et sur un memory-out pour 39 instances (respectivement 56).

Quel que soit l’encodage considéré, (sparse encoding ou log encoding, l’approche par transformation
en CNF suivie d’une compilation en Decision-DNNF s’est révélée peu compétitive dans la plupart
des cas. Ceci peut s’expliquer par le très grand nombre de variables booléennes apparaissant dans la
formule CNF générée. Un autre explication de cette contre-performance est la perte d’information sur
la structure du problème due au format CNF, comparé à la représentation en réseau de contraintes qui
fournit beaucoup plus d’informations structurelles.

Notre compilateur cn2mddg s’est montré bien plus robuste puisqu’il a réussi à compiler beaucoup
de réseaux de contraintes dont certains se sont montrés hors de portée des approches par transformation
en CNF puis compilation en Decision-DNNF.

En particulier, chacune des 83 instances compilées avec succès par Dsharp (avec le sparse encoding
en amont) se sont aussi montrées compilables en MDDG en utilisant cn2mddg. Les temps de compilation
requis pour construire les MDDG des réseaux donnés en entrée sont souvent plus courts que les temps
de compilation nécessaires pour créer les compilations en formules Decision-DNNF depuis les repré-
sentations CNF des réseaux donnés. Plus remarquablement encore, les tailles des formules compilées se
révèlent toujours plus petites, parfois de plusieurs ordres de grandeur, quand le langage cible est MDDG
comparé à celles obtenues quand le langage cible est Decision-DNNF.

On peut observer cet écart sur les figures 5.11 et 5.12, où chaque point représente l’une des 83
instances que Dsharp a réussi à compiler (avec le sparse encoding en amont). Dans ces schémas, si le
point se trouve au dessus de la droite cela signifie que Dsharp est moins performant, que cn2mddg. S’il
est en dessous, cela signifie que Dsharp est plus performant que cn2mddg et s’il est sur la droite, cela
signifie que les deux approches ont donné les mêmes performances. Le temps nécessaire pour compiler
(respectivement la taille de) la représentation en MDDG est donnée sur l’axe des abscisses et le temps
nécessaire pour compiler (respectivement la taille de) la représentation en Decision-DNNF depuis
la CNF encodée est donné sur l’axe des ordonnées (notons bien que toutes les échelles considérées sur
les figures sont logarithmiques). Nous pouvons aussi remarquer que la différence de temps en faveur de
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FIGURE 5.11 – Comparaison entre le temps de compilation en MDDG et le temps de compilation en
Decision-DNNF.
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FIGURE 5.12 – Comparaison entre la taille des formes compilées en MDDG et la taille des formes compi-
lées en Decision-DNNF.

cn2mddg aurait été bien plus grande encore si nous avions ajouté le temps nécessaire à l’encodage du
réseau de contraintes en CNF au temps de compilation.

Le tableau 5.1 présente une sélection des résultats obtenus. Chaque ligne correspond à un réseau de
contraintes N = (X ,D, C) identifié par la colonne la plus à gauche. Les colonnes suivantes donnent
respectivement le « type » de réseau de contraintes (en extension ou en intension), son nombre #X de
variables, son nombre #C de contraintes, l’arité maximale maxA des contraintes, la taille maximale
maxD des domaines, un majorant tw de la largeur d’arbre de son graphe primal, le temps nécessaire pour
compiler le réseau de contraintes en MDDG en utilisant cn2mddg, et la taille de la formule compilée. Le
calcule du majorant de la largeur d’arbre du graphe primal est obtenu en utilisant QuickBB [GD04, GD]
avec l’heuristique de choix de variable random et un time-out de 1800 secondes.

Pour les deux encodages en CNF que nous avons considérés, nous avons indiqué le nombre #pv de
variables propositionnelles que contient la CNF, le nombre #pcl de clauses obtenues, le temps nécessaire
pour compiler la CNF en Decision-DNNF en utilisant Dsharp, et la taille de la représentation en
Decision-DNNF résultante.

Les résultats obtenus montrent que l’approche utilisant cn2mddg est plus compétitive que l’approche
par transformation en CNF suivi d’une compilation enDecision-DNNF. La comparaison est, en effet,
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en faveur de cn2mddg, que l’on considère comme critère de comparaison le nombre d’instances résolues,
ou, ce qui est plus important, la taille des formules compilées. Les résultats montrent aussi que la com-
pilation de réseaux de contraintes issus d’applications réelles, et possédant une complexité significative
(souvent hors de portée de la compilation en tree clustering [DP89], vu la taille de leur domaine et la
largeur d’arbre de leur graphe primal), est réalisable vers le langage MDDG.

Nous avons aussi réalisé une évaluation différentielle de chaque technique nouvelle utilisée dans
cn2mddg afin de déterminer son apport. Soit dom/wdeg+noU la version de cn2mddg pour laquelle
l’heuristique de choix de variable dom/wdeg est utilisée (à la place de bc), et pour laquelle les contraintes
universelles ne sont pas gérées spécifiquement. Notre évaluation a montrée que dom/wdeg+noU a réussi
à résoudre seulement 101 instances (sur 173) dans le temps et la mémoire allouées. De plus, le nombre
d’instances (sur 101) pour lesquelles la taille de la représentation en MDDG obtenue en utilisant cn2mddg

est inférieure à p = 1
2 fois la taille de la représentation en MDDG obtenue en utilisant dom/wdeg+noU

est de 35. A contrario, le nombre d’instances (sur 101) pour lesquelles la taille de la représentation en
MDDG obtenue en utilisant dom/wdeg+noU est inférieure à p = 1

2 fois la taille de la représentation
en MDDG obtenue en utilisant cn2mddg est de 6. Les nombres correspondants si nous considérons une
proportion de p = 1

10 , au lieu de 1
2 , tombe respectivement à 12 et à 0. Ainsi, pour plus de 10% des

instances traitées, l’heuristique de choix de variable bc couplée à la gestion des contraintes universelles
a conduit à une diminution de la taille de la forme compilée d’un ordre de grandeur.

5.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre le langage des graphes de décision décomposables multi-
valués (MDDG). Les propriétés de la carte de compilation offertes par ce langage ont été présentées.
Nous avons montré en particulier que MDDG permet de compter le nombre de modèles en temps polyno-
mial. Le langage MDDG vérifie en fait les mêmes requêtes et les mêmes transformations que le langage
Decision-DNNF qu’il généralise.

Nous avons introduit un algorithme descendant cn2mddg pour la compilation de réseaux de contraintes
à domaines finis, en graphes de décision décomposables multivalués. Parmi les différentes techniques
qu’il incorpore, notre algorithme tire parti d’une méthode de caching spécifique, d’une nouvelle heuris-
tique de choix de variable basée sur la centralité d’intermédiarité, et une gestion spécifique des contraintes
universelles.

Notre large panel d’expérimentations a montré que cn2mddg permet de compiler des réseaux de
contraintes qui ne peuvent pas être compilés en Decision-DNNF via un encodage préliminaire en
CNF. De plus, nous avons montré que notre compilateur permet parfois de compiler des réseaux de
contraintes qui n’ont pas pu être encodés en CNF. Nous avons aussi montré que cn2mddg permet typi-
quement de produire des représentations compilées de bien plus petites tailles que celles obtenues quand
Decision-DNNF est ciblé. Ces expérimentations on aussi montré qu’utiliser notre nouvelle heuristique
basée sur la centralité d’intermédiarité conduit sensiblement à améliorer les temps de compilation ainsi
que les tailles des formules compilées.

116



5.5. Conclusion

CN
Name type #X #C maxA maxD tw time size

rect-packing/rect-packingrpp07-true I 1168 1273 8 23 15 31.22 5875
rect-packing/rect-packingrpp08-true I 1584 1714 9 31 17 1234.72 162258
rect-packing/rect-packingrpp09-true I 2196 2353 10 36 19 1673.33 514754

ghoulomb/ghoulomb3-4-6 I 3524 3543 16 37 ? 164.95 74427
ghoulomb/ghoulomb3-4-5 I 2033 2051 11 26 31 15.17 5162

driver/normalized-driverlogw-08c-sat-ext E 408 9321 2 11 92 15.63 2931
driver/normalized-driverlogw-08cc-sat-ext E 408 9321 2 11 92 15.96 2931

scheduling/talent-concert I 325 352 46 316 52 1277.21 404437
fapp/fapp18/normalized-fapp18-0350-8 I 350 2387 2 302 187 0.69 4243
fapp/fapp19/normalized-fapp19-0350-6 I 350 3114 2 802 130 79.34 1694146

costaArray/CostasArray10 I 110 338 4 19 23 10.39 13440
costaArray/CostasArray14 I 210 808 4 27 36 TO -

photo/photophoto2 I 89 133 21 11 21 499.93 9564220
photo/photophoto1 I 75 102 18 9 18 10.13 210646

rlfap/normalized-scen4 I 680 3967 2 44 30 3.47 52226
rlfap/normalized-scen7-w1-f4 I 400 660 2 40 7 4.60 444483

radiation/radiation04 I 781 569 9 5180 33 - MO
renault/normalized-renault-mod-32-ext E 111 154 10 42 11 20.39 160238
renault/normalized-renault-mod-11-ext E 111 149 10 42 10 16.22 41919

still-life/still-life7x7 I 690 803 50 50 49 1819.87 738478
configit/Aralia/edfpa15r I 198 110 13 2 28 175.49 2044261
configit/Aralia/edfpa14q I 505 194 22 2 34 TO -
configit/Aralia/das9207 I 600 324 8 2 15 8.94 45853

CNF - sparse mixed encoding CNF - log conflict encoding
Name #pv #pcl time size #pv #pcl time size

rect-packing/rect-packingrpp07-true 8709 110661 15.26 353048 2378 70087 37.70 976110
rect-packing/rect-packingrpp08-true 17724 248417 273.73 4973120 3225 147307 1139.74 7938679
rect-packing/rect-packingrpp09-true 37044 593518 375.66 16118647 4466 392657 TO -

ghoulomb/ghoulomb3-4-6 MO MO MO MO MO MO MO MO
ghoulomb/ghoulomb3-4-5 MO MO MO MO MO MO MO MO

driver/normalized-driverlogw-08c-sat-ext 9528 62825 6.42 139306 1050 46081 32.78 499796
driver/normalized-driverlogw-08cc-sat-ext 9528 62825 5.43 136501 1050 46081 23.63 425617

scheduling/talent-concert MO MO MO MO MO MO MO MO
fapp/fapp18/normalized-fapp18-0350-8 9199429 63582486 - MO 2810 52179077 - MO
fapp/fapp19/normalized-fapp19-0350-6 166130802 867243022 - MO MO MO MO MO

costaArray/CostasArray10 149564 841930 TO - 540 3606946 TO -
costaArray/CostasArray14 988671 5568047 TO - 1036 34687218 - MO

photo/photophoto2 685555 14326576 TO - 204 10923133 - MO
photo/photophoto1 73095 1328839 TO - 172 1117281 TO -

rlfap/normalized-scen4 915553 4875002 - MO 4060 3058032 TO -
rlfap/normalized-scen7-w1-f4 102556 683178 - MO 2392 522995 - MO

radiation/radiation04 MO MO MO MO MO MO MO MO
renault/normalized-renault-mod-32-ext 222582 1755876 TO - 286 138124077 - MO
renault/normalized-renault-mod-11-ext 223718 1762294 3538.01 2399273 286 138117804 - MO

still-life/still-life7x7 MO MO MO MO MO MO MO MO
configit/Aralia/edfpa15r 396 24710 - MO 396 24710 - MO
configit/Aralia/edfpa14q 1010 5793030 TO - 1010 5793030 TO -
configit/Aralia/das9207 1200 3894 642.68 22707412 1200 3894 97.86 9937506

TABLE 5.1 – Une sélection de résultats expérimentaux.
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Conclusion générale

1 Rappel des contributions

Dans cette thèse, nous avons proposé et étudié une approche par compilation de connaissances dans
l’objectif de compter plus efficacement le nombre de modèles de représentations de nature booléenne.
Nous nous sommes intéressés à la compilation de représentations issues de deux formalismes de repré-
sentation, la logique propositionnelle et les réseaux de contraintes.

Nous avons présenté dans les deux premiers chapitres les deux formalismes de représentation sur
lesquels nous nous sommes focalisés, et nous avons décrit les principales méthodes de recherche arbores-
cente de solutions qui ont été développées pour les représentations de ces formalismes. Dans le chapitre
suivant, nous avons rappelé les principes qui régissent la compilation de connaissances et le concept de
carte de compilation. Nous avons également présenté plusieurs langages cibles pour la compilation de
formules propositionnelles.

La suite du mémoire a été essentiellement consacrée aux contributions apportées par cette thèse.
Nous avons, dans le chapitre 4, proposé de nouveaux langages cibles pour la compilation de formules

propositionnelles. En particulier, les langages EDT des arbres de décision étendus, ADT des arbres de
décision affine et EADT∧ des arbres de décision affine étendus, ont été introduits. Ces langages ont été
analysés selon les critères mis en œuvre dans la carte de compilation. Nous avons ainsi déterminé des
requêtes et des transformations réalisables en temps polynomial à partir de représentations dans ces
langages, et également montré que d’autres requêtes et transformations ne le sont pas sauf si P = NP.
Nous avons également comparé l’efficacité spatiale relative de ces langages à celles d’autres langages
cibles existants. Il ressort de cette étude que le langage EADT∧ est intéressant lorsque la requête du
comptage de modèles est une question cruciale. En effet, les requêtes pour lesquelles EADT∧ et le langage
d-DNNF possèdent des algorithmes en temps polynomial sont les mêmes. Nous avons aussi montré que
le sous-ensemble ADT de EADT∧ satisfait toutes les requêtes et offre les mêmes transformations que le
langage OBDD<. De plus, OBDD< n’est pas au moins aussi succinct que le langage des arbres de décision
affine, ce qui place ADT comme un possible challenger de OBDD<.

Le compilateur du langage CNF vers EADT∧ que vous avons développé a également été décrit dans ce
chapitre. Les expérimentations réalisées ont montré que ce langage est réellement attractif en pratique.
En effet, il se révèle très compétitif face aux algorithmes existants de l’état de l’art pour le comptage
de modèles, comme le compteur de modèles direct Cachet et le compilateur c2d ciblant le langage
Decision-DNNF. Pour certaines instances, la compilation vers le langage EADT∧ suivie du comptage
de modèles s’est même montré plus efficace que le comptage de modèles direct.

Dans le chapitre 5, nous avons défini un langage cible pour la compilation des réseaux de contraintes,
le langage MDDG des graphes de décision décomposables multivalués. Nous avons montré que ce lan-
gage offre la requête CT, c’est-à-dire qu’il existe un algorithme en temps polynomial pour compter les
modèles d’un graphe MDDG. Le langage MDDG offre en fait les mêmes requêtes et transformations que le
langage Decision-DNNF dont il constitue une généralisation. MDDG se montre donc un langage cible
très intéressant pour la compilation de réseaux de contraintes.
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2. Perspectives

Le compilateur du langage des réseaux de contraintes vers MDDG que vous avons développé a éga-
lement été décrit dans ce chapitre. Ce compilateur repose sur plusieurs ingrédients standard (comme la
recherche de composantes connexes) et d’autres qui sont originaux (l’utilisation d’une méthode spéci-
fique de caching, d’une heuristique orientée pour la compilation, et une gestion spécifique des contraintes
universelles). Ces ingrédients ont permis d’atteindre des performances tout à fait acceptables. Ainsi, les
expérimentations réalisées, décrites dans le chapitre, ont montré que notre compilateur permet de com-
piler des réseaux de contraintes qui ne peuvent pas être compilés en Decision-DNNF via un encodage
CNF préliminaire. Elles ont même montré que notre compilateur permet de compiler des réseaux de
contraintes qui n’ont parfois pas pu être encodés en CNF. Nous avons aussi montré que la compilation
sous forme de graphes MDDG permet d’obtenir des représentations de tailles significativement plus petites
que celles obtenues quand le langage Decision-DNNF est ciblé.

2 Perspectives

Les différentes contributions apportées ouvrent de nombreuses perspectives pour étendre nos travaux.
D’un point de vue théorique, il serait intéressant de déterminer d’autres langages cibles de compila-

tion intégrant des nœuds de décision affine. Par ailleurs, bien que les langages ADT et EADT∧ soient des
langages cibles compétitifs pour la requête du comptage de modèles, ils ne permettent pas le comptage
de modèles pondérés en temps polynomial (et il ne peut exister un algorithme en temps polynomial pour
réaliser cette requête sur les formules ADT ou EADT∧ sauf si P = NP). Le problème du comptage de
modèles pondérés consiste à calculer, étant donnée une application associant un poids à chaque littéral
possible, la somme des poids des modèles d’une formule, où le poids d’un modèle est le produit des
poids des littéraux que le modèle satisfait. Le problème du calcul de la probabilité d’un événement dans
un réseau bayésien peut être réduit en temps polynomial au problème du comptage de modèles pondérés
(voir par exemple [BKLM16]), ce qui explique l’importance de cette requête. Or, le problème du comp-
tage de modèles pondérés d’une formule affine a été prouvé #P-complet [DGJ09], et comme chaque
formule affine peut être traduite en temps polynomial en une formule ADT (donc EADT∧), ce résultat
négatif s’étend aux langages ADT et EADT∧. Néanmoins, le comptage de modèles pondérés est réali-
sable en temps polynomial à partir de formules EADT∧ lorsque les clauses affines étiquetant les nœuds
de décision portent sur au plus deux variables. En outre, il est possible de réduire le problème du comp-
tage de modèles pondérés au problème standard de comptage de modèles (CT), comme montré dans
[CFMV15]. Il serait donc intéressant d’exploiter ces pistes et d’évaluer l’intérêt que pourraient offrir les
langages ADT et EADT∧ pour compiler des réseaux bayésiens.

Différentes pistes existent pour améliorer notre compilateur ciblant le langage EADT∧. En particulier,
il serait intéressant de profiter plus encore de certaines techniques de pré-traitement développées pour le
problème SAT (comme celles décrites dans [PHS08, JHB12]) afin de simplifier la formule CNF en entrée
avant de la compiler. De plus, il pourrait être utile d’exploiter l’élimination de Gauss pour traiter plus
efficacement (voir par exemple [Li03, Che07, SNC09]) les instances contenant des sous-problèmes cor-
respondant à des clauses affines, comme celles données dans [CK95, Can06]. Finalement, tenir compte
d’autres heuristiques pour choisir les clauses affines de branchement (par exemple, utiliser un critère basé
sur la mesure d’information mutuelle) pourrait rendre plus efficace la compilation.

Il serait aussi intéressant de généraliser le langage MDDG et de définir ainsi d’autres langages cibles
pour la compilation de réseaux de contraintes. Une piste est d’étendre la notion de nœud de décision affine
au cas des variables non binaires comme celles rencontrées dans les réseaux de contraintes. Cela condui-
rait à rapprocher les deux contributions principales de cette thèse. Enfin, une perspective importante
est d’étendre notre approche à la compilation de réseaux de contraintes pondérées, de façon à pouvoir
compiler, entre autres, des modèles graphiques probabilistiques (e.g. réseaux bayésiens ou markoviens).
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Résumé

Le comptage de modèles (i.e., des affectations de valeurs aux variables qui satisfont toutes les
contraintes) constitue un traitement clé pour divers problèmes d’intelligence artificielle dans lesquels la
programmation par contraintes est employée. La compilation de connaissances est l’une des approches
possibles permettant de réaliser efficacement une telle requête de comptage. Cependant, dans le cas de
contraintes propositionnelles, peu de langages offrent la possibilité de compter les modèles d’une formule
en temps polynomial. Dans cette thèse, nous introduisons plusieurs nouveaux langages de compilation de
formules propositionnelles, basés sur un connecteur peu utilisé jusqu’ici dans les langages cibles pour la
compilation, le ou exclusif. Nous définissons en particulier le langage des arbres de décision affine (ADT)
et le langage des arbres de décisions affine étendus (EADT∧). Contrairement aux arbres de décision stan-
dard, les nœuds de décision d’une formule ADT ou EADT∧ ne sont pas étiquetés par des variables mais,
de façon plus générale, par des clauses affines. Ces langages sont analysés suivant les critères considérés
dans la carte de compilation des langages propositionnels afin de pouvoir être comparés aux différents
langages déjà inclus dans celle-ci et dans l’objectif d’étendre cette carte de compilation. Nous proposons
également un compilateur CNF vers EADT∧ que nous avons évalué et nous présentons les résultats expé-
rimentaux obtenus. Ces résultats montrent qu’une approche basée sur le langage EADT∧ concurrence, et
est parfois même plus performante, que des algorithmes directs (sans compilation) de l’état de l’art pour
le comptage de modèles. Nous nous sommes également intéressés à la compilation de connaissances re-
présentées primitivement dans un autre formalisme, à savoir celui des réseaux de contraintes. En effet, il
existe jusqu’ici peu de méthodes permettant de compter le nombre de modèles d’un réseau de contraintes.
Pour cela, nous avons introduit et étudié le langage cible des graphes de décision décomposables multi-
valués (MDDG). Ce langage peut être vu comme une généralisation au cas des variables possiblement non
booléennes du langage cible Decision-DNNF pour la logique propositionnelle. MDDG offre les mêmes
requêtes et transformations que celles satisfaites par le langage Decision-DNNF, ce qui le rend très at-
tractif. Nous avons développé un compilateur de réseaux de contraintes vers MDDG dans lequel plusieurs
ingrédients originaux ont été testés, comme l’utilisation d’une heuristique de choix de variables basée
sur la centralité d’intermédiarité ou encore la détection et la prise en compte des contraintes universelles.
Les expérimentations ont montré que l’approche par compilation en MDDG est souvent très compétitive.
En particulier, le compilateur développé parvient à compiler des réseaux de contraintes qui se trouvent
généralement hors de portée des approches basées sur la traduction du réseau en CNF, compilée ensuite
en Decision-DNNF. Les expérimentations réalisées ont également montré que l’approche par compi-
lation en MDDG d’obtenir des formes compilées dont la taille se révèle souvent beaucoup plus concise (et
ce parfois de plusieurs ordres de grandeur) que celles obtenues par traduction en CNF puis compilation
en Decision-DNNF.

Mots-clés: compilation de connaissances, comptage de modèles, logique propositionnelle, réseaux de
contraintes
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